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Boolowskie uktady kombinacyjne (o takich bedziemy mowic) sa
formalnym modelem dla uktadow logicznych. Uktad reprezentu-
jemy za pomoca digrafu, w ktérym krawedzie przenosza jedno-
kierunkowy sygnat logiczny a wierzchotki obliczaja elementarne
funkcje logiczne.
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Boolowskie uktady kombinacyjne (o takich bedziemy mowic) sa
formalnym modelem dla uktadow logicznych. Uktad reprezentu-
jemy za pomoca digrafu, w ktérym krawedzie przenosza jedno-
kierunkowy sygnat logiczny a wierzchotki obliczaja elementarne
funkcje logiczne.
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Niech By, = {f|f : {0,1}* — {0,1}} bedzie zbiorem k argumen-
towych funkcji logicznych.
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Niech By, = {f|f : {0,1}* — {0,1}} bedzie zbiorem k argumen-
towych funkcji logicznych.

Przez Boolowsk: uktad kombinacyjny, lub w skrocie uktad kom-
binacyjny, rozumiemy etykietowany, skonczony, acykliczny graf
skierowany, w ktorym kazdy z wierzchotkow jest:

e wejsciem, jesli jego stopien wejsciowy jest 0,
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Przez Boolowsk: uktad kombinacyjny, lub w skrocie uktad kom-
binacyjny, rozumiemy etykietowany, skonczony, acykliczny graf
skierowany, w ktorym kazdy z wierzchotkow jest:

e wejsciem, jesli jego stopien wejsciowy jest 0,

e wyjsciem, jesli jego stopien wyjsciowy jest 0,
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Niech By, = {f|f : {0,1}* — {0,1}} bedzie zbiorem k argumen-
towych funkcji logicznych.

Przez Boolowsk: uktad kombinacyjny, lub w skrocie uktad kom-
binacyjny, rozumiemy etykietowany, skonczony, acykliczny graf
skierowany, w ktorym kazdy z wierzchotkow jest:

e wejsciem, jesli jego stopien wejsciowy jest 0,
e wyjsciem, jesli jego stopien wyjsciowy jest 0,
® bramkaq, jesli jest funkcjg typu By lub Bs.

Wierzchotek typu B; musi mie¢ stopien wejsciowy (indeg) réwny
i, natomiast stopien wyjéciowy (outdeg) nie jest ograniczony.
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Uwagi do zatozen

Zauwazmy, ze:

e wejscia 1 bramki moga by¢ jednocze$nie wyjsciami,
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Zauwazmy, ze:
® wejscia i bramki moga by¢ jednoczesnie wyjsciami,

e ukiad kombinacyjny oblicza funkcje f: {0,1}" — {0,1}™,
gdzie n jest liczba wejs¢, a m liczbg wyjs¢ w uktadzie.

Interesujacymi nas wielkosciami beda rozmiar i glebokosé uktadu.
Rozmaiarem ukladu «, nazywamy liczbe jego wierzchotkow
size(q).
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Zauwazmy, ze:
® wejscia i bramki moga by¢ jednoczesnie wyjsciami,

e ukiad kombinacyjny oblicza funkcje f: {0,1}" — {0,1}™,
gdzie n jest liczba wejs¢, a m liczbg wyjs¢ w uktadzie.

Interesujacymi nas wielkosciami beda rozmiar i glebokosé uktadu.
Rozmaiarem ukladu «, nazywamy liczbe jego wierzchotkow
size(q).

Glebokoscig ukladu «, nazywamy dtugosé (liczbe krawedzi) naj-
dtuzszej Sciezki od wejscia do wyjscia w «v 1 oznaczamy depth ().
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2. Uwagi do przyjetych zalozen

Dopuszczenie bramek o dowolnie duzej liczbie wyjs¢ moze si¢ wy-
dawaé nierealistyczne, jednak pokazano, ze ograniczenie liczby
wyjs¢ powoduje jedynie albo liniowy wzrost rozmiaru albo gle-
bokosci uktadu.

Rodziny uktadéw
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Dopuszczenie bramek o dowolnie duzej liczbie wyjs¢ moze sie wy-
dawaé nierealistyczne, jednak pokazano, ze ograniczenie liczby
wyjs¢ powoduje jedynie albo liniowy wzrost rozmiaru albo gle-
bokosci uktadu.

Dopuszczenie bramek o nieograniczonym rozmiarze wejscia moze
zmniejszy¢ gtebokosé uktadu o czynnik loglog size ale za ceng
wielomianowego zwiekszenia rozmiaru (wtedy za rozmiar przyj-
muje sie liczbe krawedzi w ukladzie) lub pozwala skonstruowac
uktad o glebokosci 2 (korzystajac z potraci kanonicznych) jednak
za cen¢ wykladniczego wzrostu rozmiaru.
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Dopuszczenie bramek o dowolnie duzej liczbie wyjs¢ moze sie wy-
dawaé nierealistyczne, jednak pokazano, ze ograniczenie liczby
wyjs¢ powoduje jedynie albo liniowy wzrost rozmiaru albo gle-
bokosci uktadu.

Dopuszczenie bramek o nieograniczonym rozmiarze wejscia moze
zmniejszy¢ gtebokosé uktadu o czynnik loglog size ale za ceng
wielomianowego zwiekszenia rozmiaru (wtedy za rozmiar przyj-
muje sie liczbe krawedzi w ukladzie) lub pozwala skonstruowac
uktad o glebokosci 2 (korzystajac z potraci kanonicznych) jednak
za cen¢ wykladniczego wzrostu rozmiaru.

7, drugiej strony konwersja uktadu z bramkami o nieograniczonej
liczbie wejs¢ do ukiadu w przedstawionym modelu moze spowo-
dowac¢ kwadratowy wzrost rozmiaru i wzrost gtebokosci o czynnik
proporcjonalny do log size.
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Pojedynczy uklad oblicza nam funkcje logiczne o zadanym roz-

miarze wejscia. Nie jest do sytuacja do jakiej jestesSmy przyzwy- S
czajenie myslac o algorytmach i obliczeniach. Jeden algorytm
powinien rozwigzywa¢ problem bez wzgledu na rozmiar wejscia. « | »
Rowniez rozmiar danych wyjsciowych nie jest staty.
Te sytuacje modelujemy funkcja < >
fa {Oj 1}* — {O, 1}* Strona 6 z 18

i nieskoniczonym zbiorem uktadow {a,}, w ktérym uktad vy, ob- Powrdt
licza funkcje

fa {O, 1}7’L — {O, 1}m(n)7 Full Screen
gdzie m(n) jest najwiekszym rozmiarem wyjscia dla danych o S

rozmiarze n.
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Jesli nie ograniczymy sposobow definiowania rodzin uktadéw mo- W »
zemy definiowac¢ bardzo dziwne uktady, ktére np. rozwigzujg pro-
blemy nierozwiazywalne. (zob. LtPC str. 31). [

Dlatego ograniczamy mozliwo$¢ definiowania ukladéw do takich,
ktore dajq sie szybko obliczy¢.
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Rodziny uktadéw

Kodem standardowym @, dla ukladu o nazywamy unikalny ciag
ze zbioru {0, 1}* definiowany w sposob jednoznaczny dla ukladu
oy, (zob. LtPC str. 29).
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Kodem standardowym @, dla ukladu o nazywamy unikalny ciag
ze zbioru {0, 1}* definiowany w sposob jednoznaczny dla ukladu

o, (zob. LtPC str. 29).

Definicja 1 Rodzine uktadow kombinacyjnych {a,} nazywa-
my jednorodna, jesli przeksztatcemie 1" — @, moze byc ob-
liczone na deterministycznej maszynie Turinga o ztozZonosci
pamieciowej O(log size(a,)).
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Przypadek, w ktorym funkcja m(n) = 1 jest uzyteczny dla defi-
niowania jezykow formalnych.

Definicja 2 Niech {a,} oblicza funkcje

fo :{0,1}" —{0,1}

Jezykiem rozpoznawanym przez rodzine uktadow o, nazywa-
my zbior

Ly = {ZL’ € {07 1}* | fa(x) — 1}'
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Definicja 4 Klasg NC nazywamy zbior « | »
NC = J NC*
- RO
Podobnie jak klasy jezykéw definiujemy FINCK jako klasy funk- _ swona 10215 |

cji z {0,1}* w {0, 1}* obliczalnych przez uklady o glebokosci

O(log* n) _ o |
Celem powyzszych definicji jest mozliwos$¢ rozréznienia proble-

méw dla ktorych mozemy znalezé , dobre, rownolegle” rozwiaza- __ruson |
nie i takich, dla ktoérych takiego rozwiazania prawdopodobnie nie S
ma.
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Definicja 5 Klasg P nazywamy zbior wszystkich jezykow
rozpoznawanych przez jednorodng rodzine {a,} o rozmiarze
size(ay) = nPW i glebokosci depth(ay,) = n®W).

Podobnie definiujemy FP jako klase funkeji z {0,1}* w {0, 1}*
obliczalnych przez uklady o glebokosci n@W).
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Definicja 6 Niech L, L' bedq jezykami, piszemy L <,, L', je-
sli istnieje funkcja f taka, zZe x € L wtedy i tylko wtedy, gdy
f(z) € L'. Podobnie:

o L<I L jesli f € FP

o L <NC" I/ jedli f € FNCF

o L <NC I/ jesli f € FNC
Twierdzenie 1 Relacje <,,, <1, <%Ck, L <NC sq przechod-
nie.

Udowodnij twierdzenie 1.
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Definicja 7 Niech B bedzie problemem optymalizacyjnym.

Rodzine uktadow kombinacyjnych oy, nazywamy rodzing ukta- BRI
dow z B wyroczniqg, jesli o, jest uktiadem wyposazonym dodat-
kowe w bramki typu wyrocznia dla B, ktore potrafig udzielaé I
odpowiedzi na instancje problemu B. Jesli bramka wyrocznia
ma k wejsc v I wyjsc, to jej rozmaiar liczymy jako k + 1, a RN

gtebokosé jako lg(k +1). —

Full Screen
Zamknij
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Definicja 8 Niech B, B’ bedq problemami optymalizacyjny-
mi. Zachodzi B <¥Ck B, wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje
jednorodna rodzina B' wyroczni {ay,}, ktora rozwigzuje B ta-
ka, ze size(ayn) = n°Y oraz depth(ay) = log" n.

Definicja 9 Niech B, B’ bedq problemami optymalizacyjny-
mi. Zachodzi B <Y€ B', wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje k,
takie ze B <7ch B’
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Definicja 10 Problem optymalizacyjny B jest P-trudny, je-
§li L <NC B dla wszystkich jezykéw L € P. Problem decyzyj-
ny B jest FP-zupetny, jesli B € FP ¢ B jest P-trudny.

W sposob analogiczny definiujemy jezyki P-trudne i P-zupetne

Podaj odpowiednie definicje dla jezykéw P-trudnych i P-zupel-
nych.
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Definicja 11 Problem GMSP (ang. generic machine simu-
lation problem). Majgc dane: opis maszyny Turinga M, oraz
crqg wejsciowy t kodowany unarnie; stwierdzié, czy M akcep-
tuge t.

Twierdzenie 2 Problem symulacji maszyny Turinga jest P-
-zupetny.

Dowod opiera sie na dwoch faktach:

e Symulacja maszyny Turinga jest problemem wielomianowym

e Jesli umiemy symulowac dzialanie dowolnej maszyny Turin-
ga, to tym bardziej jednej szczegdlnej.
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Nie jest to oczywiscie zadna rewelacja, podobnym problemem zu-
pelnym w teorii NP zupelosci bytoby symulowanie niedetermi-
nistycznej maszyny RAM na maszynie deterministyczne;.

Udalo sie jednak udowodni¢ P-zupelnosé innego problemu, co
mozna porownacé z dowodem NP-zupetnosci problemu 35 AT

Definicja 12 Problem CVP (ang. Circuit Value Problem)
Majgc dane: kod @@ ukladu o, wejscia xi,xo, ..., T, T WYroz-
niong bramke y; wyznaczyc wyjscie wyroznionej bramki.

Twierdzenie 3 Problem CVP jest P-zupetny.
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Problemy P-trudne
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