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Prezentowane do tej pory algorytmy nie zawieraly instrukcji ge-
nerujacych liczby losowe lub pseudolosowe, dlatego nazywamy je
deterministycznymi.

Rozproszonych algorytmoéw niedeterministycznych mozna uzywac
do tamania symetrii. Istnieje réwniez nieudowodniona hipoteza
mowiaca, ze korzystajac z elementow losowosci mozna konstru-
owac efektywne algorytmy prosciej.
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Rozpatrzmy graf jak na rysunku, w ktorym kazdy wierzchotek v _ Strona tyutows |
ma jedna zmienna lokalng f, inicjalnie f(v) = 0. —

N

Strona 3 z 22
Zmienna f moze przymowacé dwie wartosci 0 i 1. Celem jest do-
prowadzenie do sytuacji, w ktorej oba wierzchotki maja rézne Powrdt

wartosci.



http://http://www.sphere.pl/~kuszner/ARiR/

Algorytmy losowe

Rzut moneta

Przyktad
Przyktad Il

Strona gtéwna
Strona tytutowa
Algorytm 1: color

then f(v) = random(2)

Rozpatrzmy dzialanie tego algorytmu w modelu synchronicznym.
Jesli mamy ,pecha”, to wykonanie tego algorytmu moze trrwac Stroms 4222
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Nie mozna wiec bra¢ miary ztozonosci algorytmu jako czasu dzia-
tania w najgorszym przypadku.
Zwykle przyjmujemy nastepujaca definicje:

Definicja 1 Niech A bedzie algorytmem probabilistycznym,
a n rozmiarem problemu. Mowimy, ze A jest O(f(n)), jesli
istnieje stata ¢ > 0 1 q € (0..1) oraz prawdopodobieristwo, Ze
czas dziatania A przekroczy cf(n) + t jest mniejsze niz ¢,
doktadniej:

PriT(n) > cf(n) +t] < ¢ (1)
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Lub w troche stabszej wers;ji

Definicja 2 Mowimy, zZe A jest O(f(n)), jesli istnieje stata
c>01q(n) € (0.1) takie, ze 1/(1 — q(n)) jest O(f(n)) oraz
prawdopodobiernistwo, ze czas dziatania A przekroczy cf(n)+t
jest mniejsze niz q(n)', dokladniej:

PrT(n) > cf(n) +t] < q(n)". (2)

Zauwazmy, ze jesli A jest O(F'(n)), to rowniez wartos¢ oczekiwa-
na E[T4(n)] jest O(F(n)).
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Niech
T(n) = a(n) + T(h(n)),
gdzie:
a(n) >0
h(n) € [0, n]

0 < E[h(n)] <mn)<n
m(n), m(n)/n sa niemalejace.

Niech u(n) bedzie nieujemnym rozwigzaniem

z(n) = a(n) + x(m(n))

ozonos¢
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W zaleznosci od a(n) mamy dwie nieréwnosci (Karp 1994).

Twierdzenie 1 Jesli a(n) = 0 dlan < d i a(n) = 1 dla
n>dic =min{z|u(z) > t}, to

m(n)\" " m(n)
Pr{T(n) > u(n) +n] < ( o ) ey (9)

Twierdzenie 2 Jesli a(n) jest $cisle rosngca, to

PHT(n) > u(n) + na(n)] < (”ﬁm)n (10)
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Kazdy wierzchotek u przechowuje palete barw nie przypisanych
jeszeze przez zadnego 7 sasiadow — inicjalnie rozmiaru deg (u)41.
Kazdy wierzcholtek losuje kolor ze swojej palety 1 wysyla komuni-
kat do swoich sasiadéw. Jesli zaden z nich nie wybral tej barwy,
u jest pokolorowany i informuje o tym swoich sasiadéw. Jesli jakis
sasiad wylosowat taki sam kolor, u nie zatrzymuje go. Na poczat-
ku nastepnej rundy u usuwa ze swojej palety kolory uzyte przez
jego sasiadow.
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Johansson (1992) wykazal, ze w tym algorytmie kazdy wierz-
cholek w kazdej rundzie otrzyma kolor z prawdopodobienstwem
p>1/4

Wstawiajac a(n) = 1, m(n) = 3n/4 otrzymamy:

Pr{T(n)>{1og4/3nJ+t+1} < @H (11)
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5. Przyklad — kolorowanie gra-
fow 11

Algorytm DLF

Kazdy wierzcholek v posiada trzy parametry:
e swoj stopien: d(v),
e losowy parametr: rv(v),

e inicjalnie pusta palete zabronionych kolorow, ktore zostaty
juz uzyte przez jego sasiadéw: uc(v).

Parametry d(v) i rv(v) decydujg o kolejnosci kolorowania.

Przyktad Il
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Przyktad Il

Priorytet

Niech v1, v9 bedg wierzchotkami grafu. Mowimy, ze v1 ma wyzszy
priorytet niz ve, jesli:

d(vl) > d(’UQ)

(d(v1) =d(ve)) A (rv(vy) > rv(vy))
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Algorytm 2: DLF

1. Wylosuj parametr rv(v) z rozkladem réwnomiernym na prze-
dziale [0, 1].

2. Wyslij wszystkim sasiadom swoje parametry: stopien d(v), lo-
sowg liczbe rv(v) oraz kolor ¢ — pierwszy, ktorego nie ma na liscie
uc(v).
3. Odbierz wiadomosci od sasiadoéw o ich parametrach.
4. Jesli ¢ nie koliduje z kolorami jego sgsiadéw lub v ma najwyz-
szy priorytet sposréd tych, ktére z nim kolidujg przydziel sobie
kolor ¢, poinformuj o tym sasiadéw i zakoncz.

5. Jesli nie: odbierz informacje o przydzielonych kolorach od sa-
siadow 1 zaktualizuj liste uc(v).
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Przyktad Il

Sekwencja koloréw ziclony, czerwony, ...
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Twierdzenie 3 Dla dowolnego n-wierzchotkowego grafu G
algorytm DLF dziala w czasie O(A?logn) rund.

Niech G bedzie grafem n-wierzchotkowym. Podzielimy caty pro-
ces kolorowania G' na fazy i1 oszacujemy liczbe rund w kazdej fazie
procesu. Pierwsza faza zaczyna si¢ wraz z poczatkiem dziatania
algorytmu i konczy w rundzie, w ktorej wszystkie wierzchotki o
stopniu A sg pokolorowane. Druga faza zaczyna si¢ w kolejne;
rundzie i konczy, gdy pokolorowane zostana wszystkie wierzchot-
ki o stopniu A — 1, itd.
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Dlaz =1,..., A niech V; oznacza zbior wierzchotkéw w G o stop-
niu i a n; = |V;|. Dla kazdego i = 1, ..., A zdefiniujmy zmienne
losowe T; rowne numerowi pierwszej rundy, w ktorej wszystkie
wierzchotki o stopniach co najmniej ¢ sg pokolorowane, czyli T;
jest czasem zakonczenia (A + 1 —i)-tej fazy procesu kolorowania.
Dla uproszczenia notacji niech Th 1 = 0.
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Niech teraz k bedzie dodatnig liczbg catkowita taka, ze 1 < k <
A. Oszacujemy Pr[Ty > s9|Try1 < s1], dla pewnych liczb catko-
witych s1 < s9, to jest prawdopodobienstwo, ze faza o numerze
(A+1— k) skonczy sie po rundzie o numerze so pod warunkiem,
ze poprzednia faza zakonczyla sie do rundy o numerze s;.
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Wezmy pod uwage dowolny wierzchotek v o stopniu k£ w czasie
rundy [, s;1 < [ < So. Poniewaz T}, < s1, wiec v nie ma niepo-
kolorowanych sgsiadéw o wyzszym stopniu niz k. Co wigcej, ma
tez co najwyzej k sasiadow o stopniu k zadajacych tego samego
koloru co v, wiec prawdopodobienstwo, ze v zostanie pokoloro-
wany w trakcie rundy [ jest nie mniejsze niz 1/(k + 1). Jako ze
liczba niepokolorowanych wierzchotkéw stopnia k jest nie wieksza
niz ny, Rozumujac jak dla algorytmu trywialnego otrzymujemy
ponizsze oszacowanie:

L t—1
Pr[Tk > S9 ‘ Tk_|_1 < 31] < (M) - (12)

gdzie s3 = s1 + [log(1)/, k] + 1+t aliczba catkowita ¢ > 1.
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Teraz niech ¢ > ... > ta > tar1 = 0 bedzie ciagiem liczb
catkowitych. Uzywajac nieréwnosci Bayesa otrzymujemy:

Pr(Ty, < ti] > Pr[Th, < th | Th1 < tiga] - Pr[Thq < tiga], (13)

dla k = 1,..., A Iterujac (13) i zauwazajac, ze Tprp(G) = Th
mamy:

PrlToue(G) < t) > [T PPl <t T Stinl: (19
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A
tk - Z]{ (L10g1+1/2 nZJ + t + 1) : Strona tytufowa

1=

Teraz ustalmy ¢t > 1idlak=1,...,A niech

Z nieréwnosci (12) i (14) mamy, ze « | »

PThie(G) < 1] > 11 (1( ! )“) S IR
1k:1 i1\ A i - Strona 20 z 22
(1‘ (1+1/A> ) Z1-a (1+1/A> - (19)
Ostatnie szacowanie wynika z nieréownosci Bernoulliego. e
——
T—
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Oczywista nieréwnos¢ n; < n implikuje, ze £ < Alogyq/a(n) +
(t + 1)A. Wiee z (15) mamy dla kazdego rzeczywistego ¢ > 1,

PI‘[TDLF(G) > Along/A(n) + (t + 1)A] <

A (1+11/A>t2' (16)

Podstawiajac u = tA do (16) otrzymujemy

Pr[TpLr(G) > A(log(n)/log(1 4+ 1/A) + 1) + u] <

€A +1) (HAA)U/A. (17)
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Teraz dla s = u + log,(2(A + 1)), gdzie ¢ = (A/(A + 1))4,
otrzymujemy nierownos¢é

Pr{Toie(G) > Allog(2(A + 1)n)/ log(1 + 1/A) + 1) + s]
< ¢’ (18)

Z mieréwnosci (18) wynika, ze algorytm dziala w czasie
O(A%logn).
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