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1 Definicje

Boolowskie uktady kombinacyjne (o takich bedziemy
moéwi¢) sa formalnym modelem dla uktadéw logicz-
nych. Uktad reprezentujemy za pomoca digrafu, w kto-
rym krawedzie przenosza jednokierunkowy sygnat lo-
giczny a wierzchotki obliczaja elementarne funkcje lo-
giczne.

Notatki

Niech By = {f|f : {0,1}* — {0,1}} bedzie zbiorem k
argumentowych funkcji logicznych.

Przez Boolowski uktad kombinacyjny, lub w skrécie
uktad kombinacyjny, rozumiemy etykietowany, skon-
czony, acykliczny graf skierowany, w ktorym kazdy z
wierzchotkéw jest:

e wejsciem, jesli jego stopien wejsciowy jest 0,
o wyjsciem, jesli jego stopien wyjsciowy jest 0,

e bramkq, jesli jest funkcjg typu By lub Bs.

Wierzchotek typu B; musi mie¢ stopien wejsciowy
(indeg) réwny 7, natomiast stopien wyjsciowy (outdeg)
nie jest ograniczony.

Notatki




Zauwazmy, ze:

e wejscia i bramki mogg by¢ jednocze$nie wyjscia-
mi

Y

e uktad kombinacyjny oblicza funkcje
f:{0,1}" — {0,1}™, gdzie n jest liczba
wejsé, a m liczba wyjs¢ w uktadzie.

Interesujacymi nas wielko$ciami bedg rozmiar i gltebo-
kosé¢ uktadu.

Rozmiarem uktadu o, nazywamy liczbe jego wierzchot-
kéw size(a).

Glebokoscig uktadu a, nazywamy dtugosé (liczbe kra-
wedzi) najdtuzszej sciezki od wejécia do wyjscia w « i
oznaczamy depth(c).

Notatki

2 Uwagi do przyjetych zalozen

Dopuszczenie bramek o dowolnie duzej liczbie wyjs¢
moze sie wydawaé nierealistyczne, jednak pokazano,
ze ograniczenie liczby wyjs¢ powoduje jedynie albo li-
niowy wzrost rozmiaru albo glebokosci uktadu.
Dopuszczenie bramek o nieograniczonym rozmiarze
wejscia moze zmniejszy¢ gltebokosé¢ uktadu o czynnik
loglog size ale za cene wielomianowego zwigkszenia
rozmiaru (wtedy za rozmiar przyjmuje sie liczbe kra-
wedzi w uktadzie) lub pozwala skonstruowaé uktad o
gltebokosci 2 (korzystajac z potraci kanonicznych) jed-
nak za cen¢ wyktadniczego wzrostu rozmiaru.

7, drugiej strony konwersja uktadu z bramkami o nie-
ograniczonej liczbie wej$¢ do uktadu w przedstawio-
nym modelu moze spowodowaé¢ kwadratowy wzrost
rozmiaru i wzrost gtebokosci o czynnik proporcjonalny
do log size.

Notatki




3 Rodziny uktadéw kombina-
cyjnych

Pojedynczy uktad oblicza nam funkcje logiczne o zada-
nym rozmiarze wejscia. Nie jest do sytuacja do jakiej
jestesmy przyzwyczajenie myslac o algorytmach i ob-
liczeniach. Jeden algorytm powinien rozwiazywaé pro-
blem bez wzgledu na rozmiar wejécia. Réwniez rozmiar
danych wyjsciowych nie jest staty.

Te sytuacje modelujemy funkcja

fa :{0,1}* —{0,1}*

i nieskonczonym zbiorem ukladéw {a,}, w ktérym
uktad «,, oblicza funkcje

fa :{0,1}" — {0,137,

gdzie m(n) jest najwiekszym rozmiarem wyjscia dla
danych o rozmiarze n.

Notatki

3.1 Opis uktadé6w kombinacyjnych

Jesli nie ograniczymy sposobéw definiowania rodzin
uktadéow mozemy definiowaé¢ bardzo dziwne uktady,
ktére np. rozwiazuja problemy nierozwiazywalne. (zob.
LtPC str. 31).

Dlatego ograniczamy mozliwo$¢ definiowania uktadow
do takich, ktore daja si¢ szybko obliczy¢.

Notatki




Kodem standardowym @, dla uktadu o nazywamy uni-
kalny ciag ze zbioru {0, 1}* definiowany w sposéb jed-
noznaczny dla uktadu «,, (zob. LtPC str. 29).

Definicja 1 Rodzing uktadéw kombinacyjnych {am,}
nazywamy jednorodna, jesli przeksztalcenie 1" — @y,
moze byc obliczone na deterministycznej maszynie Tu-
ringa o zlozonosci pamieciowej O(log size(ay,)).

Notatki

Przypadek, w ktorym funkcja m(n) = 1 jest uzyteczny
dla definiowania jezykéw formalnych.

Definicja 2 Niech {«,} oblicza funkcje
fa :{0,1}* — {0,1}

Jezykiem rozpoznawanym przez rodzine ukladow oy,
nazywamy zbior

Ly, ={z € {0,1}"| falz) = 1}.

Notatki




Definicja 3 Dla kazdego k > 1 klasq NC* nazywamy
zbior wszystkich jezykow rozpoznawanych przez jedno-
rodng rodzine {a,} o rozmiarze size(ay,) = n°W i gle-
bokosci size(ay,) = loghn

Definicja 4 Klasg NC nazywamy zbior

NC = |J NC*

k>1

Podobnie jak klasy jezykéw definiujemy FNC¥ jako
klasy funkcji z {0,1}* w {0,1}* obliczalnych przez
uktady o glebokosci logh n

Celem powyzszych definicji jest mozliwosé rozrdznie-
nia problemow dla ktoérych mozemy znalezé¢ ,dobre,
rownolegle” rozwiazanie i takich, dla ktorych takiego
rozwigzania prawdopodobnie nie ma.

Definicja 5 Klasqg P nazywamy zbior wszystkich je-

zykow rozpoznawanych przez jednorodng rodzine {a,}

o rozmiarze size(ay,) = n°W i glebokosci depth(a,) =
o)

n“.

Podobnie definiujemy FP jako klase funkeji z {0, 1}*
w {0, 1}* obliczalnych przez uktady o gtebokosci n®™).

Notatki

Notatki




4 Redukcje

4.1 Redukcje typu wiele-do-jeden

Definicja 6 Niech L, L' bedqg jezykami, piszemy
L <, L, jesli istnieje funkcja [ taka, ze x € L wtedy
i tylko wtedy, gdy f(x) € L'. Podobnie:

o L<2 I/, jesli f € FP
o L <NC [/ jedli f € FNCF
o L <NC [/ jesli f € FNC
Twierdzenie 1 Relacje <., <L, <N L <NC g

Xxm
przechodnie.

Cwiczenie 1

Udowodnij twierdzenie 1.

4.2 Redukcje z ,,wyrocznig”

Definicja 7 Niech B bedzie problemem optymaliza-
cyjnym. Rodzine uktadow kombinacyjnych o, nazywa-
my rodzing uktadow z B wyroczniq, jesli o, jest ukta-
dem wyposazonym dodatkowe w bramki typu wyrocznia
dla B, ktore potrafig udziela¢ odpowiedzi na instancje
problemu B. Jesli bramka wyrocznia ma k wejsé 1 1
wyj$é, to jej rozmiar liczymy jako k + 1, a glebokosc
jako lg(k +1).

Notatki

Notatki




Definicja 8 Niech B, B’ bedg problemami optymali-
zacyjnymi. Zachodzi B <¥Ck B', wtedy i tylko wte-
dy, gdy istnieje jednorodna rodzina B’ wyroczni {ay,},
ktéra roxwigzuje B taka, Ze size(an,) = n°W) oraz
depth(ay) = logk n.

Definicja 9 Niech B, B’ bedg problemami optymali-
zacyjnymi. Zachodzi B <N€ B', wtedy i tylko wtedy,
gdy istnicje k, takie e B <N B

Notatki

5 Problemy P-trudne - czy
NC +# P?

Definicja 10 Problem  optymalizacyjny B jest

P-trudny, jesli L <N B dla wszystkich jezykéw

L € P. Problem decyzyjny B jest FP-zupelny, jesh
B € FP i B jest P-trudny.

W sposob analogiczny definiujemy jezyki P-trudne i
P-zupeine

Cwiczenie 2

Podaj odpowiednie definicje dla jezykéw P-trudnych i
P-zupelnych.

Notatki




Definicja 11 Problem GMSP (ang. generic machine
simulation problem). Majgc dane: opis maszyny Turin-
ga M, oraz cigg wejsSciowy t kodowany unarnie; stwier-
dzic, czy M akceptuje t.

Twierdzenie 2 Problem symulacji maszyny Turinga
jest P-zupelny.

Dowod opiera sie na dwoch faktach:

e Symulacja maszyny Turinga jest problemem wie-
lomianowym

e Jesli umiemy symulowaé dzialanie dowolnej ma-
szyny Turinga, to tym bardziej jednej szczegdl-
nej.

Notatki

Nie jest to oczywiscie zadna rewelacja, podobnym pro-
blemem zupelym w teorii NP zupetosci bytoby sy-
mulowanie niedeterministycznej maszyny RAM na ma-
szynie deterministycznej.

Udato sie jednak udowodni¢ P-zupetnosé innego pro-
blemu, co mozna poréwnac z dowodem NP-zupelnosci

problemu 3SAT.

Definicja 12 Problem CVP (ang. Clircuit Value
Problem) Majgc dane: kod @ wukladu o, wejscia
X1, Lo, .. ., Ty © Wyrozniong bramke y; wyznaczyc wyj-
Scie wyroznionej bramksi.

Twierdzenie 3 Problem CVP jest P-zupetny

Notatki
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