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1 Sieci poréwnujace Notatki
Sie¢ poréwnujaca sktada sie tylko z przewodéw i kom-

paratoréw.

z ' = min{x, y}

Y Py y' = max{z,y}

Zaktadamy, ze komparator dziata w czasie O(1), to
znaczy czas pomiedzy pojawieniem si¢ danych na wej-
Sciu (na rysunku po lewej stronie), a pojawieniem
sie wynikéw na wyjsciu (na rysunku po prawej stro-
nie) jest staly. Przyjmujemy, ze sie¢ ma n wejsé
a1,0Q2,...,0, i n Wyjs¢ by, by, ..., b,, a graf sieci jest
acykliczny.

1.1 Glebokosé sieci Notatki

Wejscie sieci ma glebokosé 0. Jesli wejscia kompara-
tora maja glebokos¢ d, i d,, to wyjscie ma glebokos¢
max(d,,d,) + 1. Glebokos¢ sieci definiujemy jako naj-
wieksza glteboko$é¢ wyjsdcia. Glebokosé identyfikujemy
z czasem potrzebnym na posortowanie wszystkich ele-

mentow.




ponizsza sie¢ poréwnujaca ma gtebokosé 3. Notatki
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1.2 Sieci sortujace

Sieé¢ sortujgca, to sie¢ poréwnujaca, ktorej ciag wyj-
sciowy jest niemalejacy dla kazdego ciggu wejsciowego.

Cwiczenie 1

Wykaz, ze sie¢ sortujaca o n wejéciach ma gtebokosé
co najmniej lg n.




2 Zasada zero-jedynkowa

Lemat 1 Jesli sie¢ poréwnujgca dla ciggu wejscio-
wego a = (ai,as,...,a,) wyznacza cigg wyjscio-
wy b = (by,ba,...,b,), to dla dowolnej funkcji
niemalejgce] ta sama sie¢ z ciggiem wejSciowym
fla) = (f(ar), f(az), ..., flan)) wyznacza cigg wyj-
Slczlowy f(b) = (f(bl)v f(bQ)u ce 7f<bn))

Wskazéwka 1: Rozwaz pojedynczy komparator. Z
monotonicznosci f wynika, ze max{f(x), f(y)} =
f(max{e,y}) i min{f(z), f(y)} = f(min{z, y})
Wskazéwka 2: Zastosuj indukcje na gteboko$¢ sieci.
Wskazéwka 3: zob. Cormen str. 718

Cwiczenie 2

Przeprowadz petlny dowdd lematu 1.

Notatki

Twierdzenie 2 Jesli sie¢ poréwnujgca o n wejsciach
sortuje poprawnie wszystkie 2™ ciqgi zer i jedynek, to
sortuje poprawnie dowolne ciggi liczb.

Dowéd: Dowdd nie wprost. Przypusémy, ze sie¢ sor-
tuje poprawnie wszystkie ciagi zer i jedynek, ale ist-
nieje ciag liczb a = (ay,as,...,a,), dla ktérego wy-
nik nie jest posortowany poprawnie. Istnieja elementy
a;,a; takie, ze a; < a; oraz w ciaggu wyjsciowym a;
wystepuje przed a;. Niech f(z) = 0, jesli z < a; i
f(z) = 1, jesli © > a;. Funkcja f jest niemalejaca.
Z lematu 1 wnioskujemy, ze jesli na wejsciu znajduje
si¢ ciag f(a) = (f(a), f(as),. ., f(an)), to na wyj-
Sciu wartos¢ f(a;) = 1 znajduje si¢ przed f(a;) = 0,
sprzecznos¢ z zatozeniem o poprawnym sortowaniu cig-
géw zero-jedynkowych. [J

Notatki




Rodzina sieci opartych na algorytmie sortowania przez
wstawianie.

ay b 1

az b2
as bs
as b3
ag b6
ar b7

Cwiczenie 3

Jaka jest glebokosé takiej sieci w zaleznosci od liczby
wejsc?

3 Bitoniczne sieci sortujgce

Ciggiem bitonicznym nazywamy ciag ktéry mozna
przecia¢ na dwie czesci: pierwsza niemalejaca i druga
nierosngca lub pierwsza nierosnaca i druga niemaleja-
ca. Zero-jedynkowe ciggi bitoniczne maja postaé 07170%
albo 19071*,

Elementem pélczyszcza-
cym (Half-Cleaner|n]),
dla n parzystych nazy- ., by
wamy sie¢ poréwnujaca by
o glebokosci 1 zlozong by
z n/2 komparatoréw, = bs

z ktorych kazdy taczy “ b
wejscie o numerze ¢ z “
wejsciem i + n/2, dla
i=1,2,...n/2.

Notatki

Notatki




Sie¢ sortujaca ciagi bitoniczne B[n] budujemy w na-
stepujacy sposob. Dla n = 1 sie¢ jest pusta, dla n = 2
sie¢ sktada sie z jednego komparatora, natomiast dla
n > 2 sie¢ wyglada w spos6b nastepujacy:

Bln/2]
= |—>
5
= |—>
. 5| B

Notatki




Cwiczenie 4

Narysuj sie¢ B[8].

Cwiczenie 5

Jak skonstruowac sie¢ bitoniczna, gdy n nie jest potega
27

Cwiczenie 6

Uzasadnij, ze jesli kazdy element jednego z dwdch zero-
jedynkowych ciggdéw bitonicznych jest nie wigkszy niz
kazdy element drugiego ciagu, to jeden z ciagdéw sktada
sie z samych 0, albo z samych 1.

Cwiczenie 7

Przeczytaj ze zrozumieniem peten dowdd poprawnosci
dziatania sieci B[n], (Cormen str. 721) i odtwoérz go
nie zagladajac do ksiazki.

Notatki

4 Sie¢ sortujaca o glebokosci
log®n

Pokazemy teraz jak skonstruowaé sie¢ opartg na algo-
rytmie mergesort. Do tego celu uzyjemy pokazanych
wczesniej sieci bitonicznych i sieci scalajacych. Kon-
strukcja sieci scalajacej dwa posortowane ciagi w je-
den opiera si¢ na prostej obserwacji: jesli w jednym z
dwoch posortowanych ciggéow odwrécimy porzadek, to
otrzymamy ciag bitoniczny, a ciggi bitoniczne umiemy
juz sortowac.

Notatki




Ponizszy rysunek przedstawia jak odwréci¢ porzadek
jednego z ciagdéw na wejsciu sieci bitoniczej.

Schemat sieci scalajacej MERGER [n]

Bln/2]
»
>
>» » Bln/2]

Notatki

Notatki




Majac juz wszystkie potrzebne elementy mozemy zbu-
dowaé sie¢ sortujaca SORTER [n]

»| SORTER[n/2] >
>» E
=
()
eg
=

—>

SORTER[n/?]
—> —>

Cwiczenie 8

Narysuj sie¢ SORTER[8].

Cwiczenie 9

Wykaz, ze glebokoéé sieci SORTER[n] jest ©(log®(n)).

Cwiczenie 10

Wykaz, ze gleboko$¢ sieci SORTER[n] jest réwna
lgn(lgn +1)/2.

Notatki

Notatki
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