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Grafy eulerowskie

Def. Graf (multigraf, niekoniecznie spojny) jest grafem eulerowskim, jesli
zawiera cykl zawierajacy wszystkie krawedzie. Graf jest poteulerowski, gdy
posiada tancuch o powyzszej wlasnosci.

Przyklad Ponizej podano reprezentacje trzech grafow, z ktorych pierwszy
jest eulerowski, drugi — poteulerowski, natomiast ostatni nie jest ani
eulerowski ani poteulerowski.
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Grafy eulerowskie

Nazwa ,,eulerowski” pochodzi stad, 1z Euler w 1736 r. rozwiazal ,,problem
mostow krolewieckich”. Pytano, czy mozna przejs¢ doktadnie raz przez
kazdy z siedmiu mostow (rys. po ICWGJ) tak, aby powr6ci¢ do punktu
wyjscia. Zauwazmy, ze problem jest rownowazny stwierdzeniu, czy graf
pokazany na rys. po prawej stronie jest eulerowski.




Grafy eulerowskie

Aby poda¢ warunek konieczny 1 dostateczny na to, aby dany graf byt
eulerowski bedzie potrzebny ponizszy lemat:

Lemat Jesli kazdy wierzchotek multigrafu G ma stopien rowny co
najmniej 2, to G zawiera cykl.

Dowad: Jesli G zawiera petle lub krawedzie wielokrotne, to lemat jest
spetniony, wi¢c zaktadamy dalej, ze G jest grafem prostym. Nast¢pnie
konstruujemy Sciezke: wybieramy dowolny wierzchotek v, € V(G), po
czym dodajemy kolejne wedlug zasady: jesli v; jest ostatnio dodanym
wierzchotkiem, to jesli v; jest sasiedni z v, poprzednlo dodanym do
sciezki, to otrzymujemy cykl Zawierajacy v,...,v; co konczy dowod. W
przeciwnym wypadku wybieramy dowolnego sqs1ada wierzcholka v,
(istnieje, poniewaz deg(v)>1) i dodajemy go do Sciezki. Graf G Jest
skonczony wigc w pewnym kroku otrzymamy wierzcholek v,, ktory jest
sasiedni z pewnym v,, gdzie [<k.
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Tw. Eulera

Tw. (Euler, 1736) Multigraf spojny jest eulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy
stopien kazdego wierzchotka jest liczbq parzystq.

Dowod: (=) Jesli C jest cyklem Eulera w G, to trawersujemy i usuwamy
krawedzie w E(G) zgodnie z kolejnoscia zadang przez C. Gdy przechodzimy
przez dowolny wierzchotek v, to usuwamy dwie incydentne z nim krawe¢dzie,
wigc stopien tego wierzchotka w tak zredukowanym grafie pozostaje
parzysty. Na rys. ponizej kolorem czerwonym oznaczono krawedzie, ktore
zostaly usunigte z G.
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Tw. Eulera

Dowdd tw. Eulera (<) G jest spdjny, wigc
dla kazdego v zachodzi deg(v)>1 wigc z
poprzedniego lematu wiadomo, ze G zawiera
cykl, ktory oznaczmy przez C. Twierdzenie
dowodzimy przez indukcj¢ wzgledem m. Jesh
C = G, to dowdd jest zakonczony. W
przeciwnym wypadku kazda sktadowa
spojnosci grafu G — E(C) spetnia zalozenie
twierdzenia, wigc z zatozenia indukcyjnego
jest eulerowska. Znajdujemy cykl Eulera w G
nastgpujaco: przechodzimy przez kolejne
wierzcholki w C 1 jesli biezacy wierzcholek
nalezy do pewnej sktadowej spojnosci, to
trawersujemy cykl Eulera w tej sktadowe;,
powracajac do tego samego wierzchotka w C.

N\

Sktadowe spojnosci
grafu G — E(C)




Algorytm Fleury’ego

Whniosek Multigraf spojny jest eulerowski wtedy i tylko wtedy,
gdy zbior jego krawedzi mozna podzieli¢ na roztqczne cykle.

Whniosek Multigraf spojny jest poteulerowski, gdy posiada co
najwyzej dwa wierzchotki nieparzystego stopnia. Jeden z nich jest
poczqtkiem, a drugi koncem tancucha Eulera.

Algorytm Fleury’ego (znajdujacy cykl Eulera)
e rozpocznij wedrowke w dowolnym wierzchotku

e usuwaj strawersowane krawedzie, przechodzac po moscie
jedynie w ostatecznosci (sytuacja, w ktorej sa do wyboru co
najmniej dwa mosty oznacza, ze graf nie jest eulerowski).
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Inny algorytm...

procedure Euler( G)
begin
stos 1=, ce = OD;
stos.push( dowolny wierzchotek grafu );
while stos #2 do begin
V 1= stos.top;

Zmienne:
stos — stos pomocniczy;
ce — stos przechowujacy
wierzchotki w kolejnosci
w jakiej tworza cykl Eulera

if deg(v)# 0 then begin Uwagi:
u — sasiad v o najnizszym indeksie; ¢ operacja fop zwraca wierzchotek
G = V(G),E(G)\{{uv}}); na szczycie stosu, ale zawartosc¢
stos.push(u); stosu si¢ nie zmienia

end else begin (* deg(v) =0 *) e wynik dzialania procedury to
stos.pop(v); cykl Eulera zapamigtany w
ce.push(v); zmiennej ce

end e deg zwraca stopien wierzchotka

end w zredukowanym grafie

end
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Problem chinskiego listonosza

Dana jest sie¢ ulic oraz poczta. Aby listonosz dostarczyt korespondencje
musi przejs¢ wzdluz kazdej ulicy co najmniej raz 1 powréci¢ do punktu
wyjscia. Formutujac problem w jezyku graféw, pytamy o najkrotsza
zamkni¢ta marszrute w grafie G utworzonym na podstawie sieci ulic, w
ktorym wagi krawedzi odpowiadaja dlugosciom ulic.

Znany jest efektywny algorytm rozwigzujacy ten problem. Rozwazymy
trzy przypadkai:

Przypadek 1: graf G jest eulerowski. Wowczas kazdy cykl Eulera jest
optymalnym rozwigzaniem, ktore mozna znalez¢ korzystajac np. z
algorytmu Fleury’ego.
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CPP: przypadek 2

Graf G jest poteulerowski. Znajdujemy sciezke¢ Eulera taczaca dwa
wierzchotki nieparzystego stopnia u 1 v. Nastepnie szukamy najkrotsze]
drogi z u do v. Laczac obie drogi otrzymujemy rozwigzanie.

Przyktad

1) Droga Eulera:
b—a—=f—=b—>c—

d—e—c—f—e
2)
e —f—a—b
3) ,,Trasa listonosza”:

b—a—=f—=b—>c—
d—e —c—f—e—f—a—b f
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CPP: przypadek ogdlny

1. Zidentyfikuj wierzchotki nieparzystego stopnia w grafie G.
Niech W bedzie zbiorem takich wierzchotkow.

2. Skonstruuj obcigzony graf pelny G’ o zbiorze wierzchotkow W,
w ktorym waga krawedzi {u,v} jest rOwna dlugosci najkrotszej
sciezki taczacej u z v w wyjsciowym grafie G.
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CPP: przypadek ogdlny

/najdz minimalne skojarzenie doktadne (ang. minimum weight
perfect matching) M w grafie G’.

Dla kazdej krawedzi e € M dodaj krawedzie w grafie G, ktore
odpowiadaja najkrotszej Sciezce odpowiadajacej e.

Nowo powstaty graf jest eulerowski.




