Kolorowanie wierzchotkow

Def. Niech G bedzie grafem prostym. Przez kolorowanie
wierzchotkdw rozumiemy takie etykietowanie elementéw
V(G) liczbami naturalnymi, ze sasiednie wierzchotki
otrzymujg rozne liczby (kolory, etykiety).

Def. Liczba chromatyczna grafu G jest to najmniejsza
liczba k taka, ze istnieje pokolorowanie G za pomocag k
koloréw i jest oznaczana symbolem x(G).

Przyktad Optymalne (zuzywajgce minimalng liczbe
kolorow) pokolorowania graféw C., W,, K..




Kolorowanie wierzchotkow

Uwaga Problem wyznaczania liczby chromatycznej jest w
0golnosci NP-trudny. Zatem, w praktyce uzyteczne sg
oszacowania.

Def. Klikg grafu G nazywamy jego podgraf petny.

Lemat Prawdziwe jest nastepujgce oszacowanie dolne:
X(G) = w,

gdzie w jest rozmiarem maksymalnej kliki grafu G. |

n

<w

Uwaga Powyzsze oszacowanie ma dwie wady: 2 _,
Hw jest parametrem trudnym do wyliczenia. Ze zwigzku

otrzymujemy oszacowanie mniej doktadne, lecz tatwe
do obliczenia.
* réznica pomiedzy X(G) a w moze by¢ dowolnie duza, na
co przyktadem sg grafy Mycielskiego.



Kolorowanie wierzchotkow

Tw. Dla dowolnego grafu o maksymalnym stopniu
wierzchotka A zachodzi oszacowanie x(G) < A + 1.

Dowodd: Przeprowadzimy indukcje wzgledem n.
* Jeslin =1, to nierdwnos¢ oczywiscie zachodzi.

* Zaktadamy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla
pewnego n > 0.

* Dowodzimy przypadek, gdygrafGman + 1
wierzchotkéw. Usunmy z G dowolny wierzchotek v. Dla
grafu G - v z zatozenia indukcyjnego mamy: x(G - v) < A
+ 1. Wierzchotek v ma w grafie G co najwyzej A
sgsiaddw, wiec jeden sposrdod A+1 koloréw jest dla v
dostepny, co pozwala uzyskac pokolorowanie G za
pomocg co najwyzej A+1 barw.

Tw (Brooks, 1941) /stniejg dwie klasy grafow, dla ktorych

X(G) = A + 1: grafy petne oraz cykle o nieparzystej liczbie

ierzchotkow
an‘llosef( es: £z K oraz A = 3, to x(G) < A.



Kolorowanie wierzchotkow

Uwaga Oszacowanie x(G) < A moze byc¢ bardzo
niedoktadne, zwtaszcza dla gwiazd, dla ktorych x(K; ;) = 2

oraz A(K,,) = s.
Tw. Dla grafu G o m krawedziach zachodzg oszacowania:

x(G)<~/2m +1,
X(G)<A+],
gdzie A jest dtugoscig najdtuzszej drogi w grafie G.

Uwaga Pierwsze z powyzszych oszacowan moze by¢
niedoktadne, gdyz dla graféw petnych dwudzielnych K, ,

rozhica V2k? +1-%(G) =2k -1

moze przlxjmo_waé dowolnie duzg wartosc.
wa a Drugie z oszacowan jest niedoktadne dla Sciezki

dIa ktérej x(P,) = 2 oraz A(P,) = n - 1.



Kolorowanie grafow
planarnych

Tw. Kazdy graf planarny jest 6-barwny.

Dowadd: Zastosujemy indukcje wzgledem liczby
wierzchotkdéw grafu.

* Jeslin = 1, to twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe.

* Zaktadamy, ze wtasnosc¢ zachodzi dla wszystkich (n-1)-
wierzchotkowych grafow planarnych.

* Niech G bedzie grafem planarnym o n wierzchotkach.
Wiemy, ze G posiada co najmniej jeden pak v
(wierzchotek o stopniu mniejszym lub réwnym 5). Po
usunieciu v mamy (n - 1)-wierzchotkowy graf planarny
G - v, do ktérego stosujemy zatozenie indukcyjne
otrzymujgc jego 6-pokolorowanie. Wierzchotek v ma w G
co najwyzej 5 sgsiaddéw, wiec jeden z szesciu koloréw
bedzie dla v dostepny. Stgd G jest 6-barwny.



Kolorowanie grafow
planarnych

Tw. (Heawood, 1890) Kazdy graf planarny jest 5-barwny.

Dowodd: Podobnie jak w poprzednim twierdzeniu, stosujemy
indukcje wzgledem n. Jesli wyznaczymy (z zat. ind.) 5-
pokolorowanie G - v (gdzie v jest pgkiem) i wierzchotek v jest
iIncydentny z co najwyzej 4 kolorami, to twierdzenie zachodzi.
W przeciwnym wypadku rozwazamy 2 sytuacje (kolory 1 -
czerwony, 2 - zielony, 3 - niebieski, 4 - fioletowy):

Przypadek 1:
*Wierzchotki o kolorach 1,3 (sgsiedzi v)

nalezg do réznych sktadowych grafu
iIndukowanego przez wierzchotki o

kolorach 1,3 (w catym grafie G - v) 4
*Wtedy zamieniamy kolory 1i 3 w j‘>
sktadowej zawierajgcej wierzchotek o 4

kolorze 1 (sgsiedni z v)
*v otrzymuje kolor 1



Kolorowanie grafow
planarnych

Dowadd (c.d.):
Przypadek 2:

*Wierzchotki o kolorach 1,3
(sgsiedzi v) wraz z v tworzg
cyklw G

*Wtedy w sktadowej

~——”—
spdjnosci zawierajgcej
sgsiada v o kolorze 2 \
mozemy zamieni¢ kolory 2 i <
4 vV
*v otrzymuje kolor 2 /

Tw. (Appel, Haken + komputer, 1976) Kazdy graf planarny jest 4-barwny.




Algorytmy przyblizone

Przez A(G) oznaczmy liczbe koloréw, ktérg algorytm A uzywa
podczas kolorowania grafu G. Wyrdzniamy nastepujgce
parametry, uwzgledniane podczas opisu algorytmu
przyblizonego A:

1) Ztozonos<¢ obliczeniowa.

2) Funkcja dobroci zdefiniowana jako:
A(n) = max{ A(G)/x(G) : G ma n wierzchotkéw }.
Najgorszg mozliwg funkcjg dobroci jest A(n)=n, najlepszg zas A(n)

3) Najmniejszy dosc trudny graf - najmniejszy graf G, dla
ktorego algorytm moze uzy¢ wiecej kolorow niz x(G).

4) Najmniejszy trudny graf - najmniejszy graf G, dla
ktorego algorytm musi uzy¢ wiecej koloréw niz x(G).



Algorytm sekwencyjny

Algorytm sekwencyjny S mozna opisa¢ nastepujgco:
e Uporzadkuj w dowolny sposob wierzchotki grafu G v,,...,v,.

* Koloruj wierzchotki zachtannie zgodnie z przyjetg permutacjg

Wtasnosci:
1) algorytm statyczny - kolejnos¢ wierzchotkéw ustalona na
poczatku nie zmienia sie podczas realizacji algorytmu

2) Sciezka P, jest najmniejszym do$¢ trudnym grafem
3) Graf trudny nie istnigje

4) Funkcja dobroci jest liniowa. Jej oczekiwana wartosc
wynika z oszacowania: S(G) < (2 + ¢€) x(G)

5) Ztozonos¢ O(n + m)



10

Algorytm LF

Algorytm LF (largest first) mozna opisac¢ nastepujgco:
» Uporzadkuj wierzchotki grafu G nierosngco wedtug stopni v,,...,V,
* Koloruj wierzchotki zachtannie zgodnie z przyjetg permutacjg

Wtasnosci:
1) algorytm statyczny - kolejnos¢ wierzchotkdéw ustalona
na poczatku nie zmienia sie podczas realizacji algorytmu

2) Sciezka P, jest najmniejszym do$¢ trudnym grafem:

Kolejnos¢ wierzchotkéw: v,, v., v;, v, V,, V.



11

Algorytm LF

Witasnosci algorytm LF (c.d.):

3) najmniejszym trudnym grafem do kolorowania jest
.koperta”, ktéra

jest grafem 3-barwgym, natomiasg LF zuzywa
czteregR koloréw:
1(3) 3(1) 2(3) 3(2) 1(2) 2(1)

a) Szeregajeérlny wierzchdr)’fki )
stopnia 4
3 b) Kolorujemy te wierzchotki

c) W kazdym przypadku wybor
»Koperta"” wraz z wierzch. stopnia 3 jest symetryczny

oznaczonymi stopniami gy we wszystkich przyp. wymagany kol. nr 4
wierzchotkow




Algorytm LF

Witasnosci algorytm LF (cd.):
4) funkcja dobroci to O(n). Zdefiniujmy k-ty graf
Johnsona J, jako
K« - M, gdzie M = {{u,v;}: u;0 V(K. ,) ,v,OV,(K )}
Przyktad grafu /, pokazuje rysunek (wraz z pokolorowaniem
utworzonym u, u, Us u,
przez algorytm LF).

V, v, Vs V,

X(,) = 2, gdyz grafy Johnsona sg dwudzielne. Dla permutacji
wierzchotkéw u,, v,, U,, V,, ..., U, U, algorytm LF uzywa k

koloréw. Stad  F(J,) n/2 n

x(Jy) 2 4
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Algorytm SL

Algorytm SL (smallest last) sktada sie z dwoch etapdow:

1) faza redukcji grafu: znajdujemy wierzchotek o
minimalnym stopniu, usuwamy go z grafu i ustawiamy go na
poczatku sekwencji (powtarzamy dopdki graf nie jest pusty).

2) kolorujemy wierzchotki zachtannie w ustalonej
kolejnosci w poprzednim kroku. (Oznacza to, ze wierzchotek
usuniety wczesniej bedzie kolorowany p6zniej od wierzchotka

Wridigsege poZniel.)
* Algorytm statyczny

e Ztozonos¢ algorytmu: O(n+ m)

* Funkcja dobroci jest liniowa

* Przypadki pozytywne: drzewa, cykle, grafy
jednocykliczne, kola, grafy Mycielskiego, grafy
Johnsona, grafy planarne
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Algorytm SL

Witasnosci (cd.) :

* Przypadki potpozytywne: grafy planarne (za pomocg
szesciu kolorow w czasie O(n))

* Przypadki negatywne: grafy dwudzielne,
grafy Colemana-Moore’a

permutacja SL to: 9.,S.,.--,9Sw Py 1Pt UV, ..., ULV,

SL(CM,) = 4

Ogdlnie:
SL(CM,) = k+1
X(CM,) = 2
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Algorytm SL

Witasnosci algorytmu (cd.):

* Najmniejszym dosc¢ trudnym grafem jest ,,pryzma”

Permutacja:a b f e c d

* Najmniejszym
trudnym grafem
jest ,,pryzmatoid”:




Algorytm SLF

Algorytm SLF (saturacyjny LF) mozna opisac¢ nastepujgco:
while istniejg niepokolorowane wierzchotki do begin
znajdz wierzchotek o maksymalnym stopniu sposrod
wierzchotkdw o maksymalnym stopniu nasycenia;

pokoloruj znaleziony wierzchotek zachtannie;
end

Uwaga Stopien nasycenia wierzchotka to ilos¢ réznych
koloréw incydentnych z tym wierzchotkiem.,

* Przypadki pozytywne: grafy dwudzielne (w tym drzewa i
grafy Johnsona), cykle, kota, kaktusy

* Przypadki negatywne: grafy tréjdzielne
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Algorytm SLF

Witasnosci algorytmu:
*Ztozonos¢: O(mlogn)

*Najmniejszy dosc
trudny graf:

Q Pozostate wierzchotki

moga byc¢
3 Q kolorowane w
dowolnej kolejnosci,
co
zawsze prowadzi do
pzycia czwartego

*Najmniejszy trudny graf:
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Kolorowanie krawedzi

Def. Funkcja c:E(G)-{1,...,k} jest k-pokolorowaniem
krawedziowym grafu G, o ile dla kazdej pary sgsiednich
krawedzi e i e’ zachodzi c(e)# c(e’). Najmniejsze k, dla
ktorego istnieje krawedziowe k-pokolorowanie nazywamy
indeksem chromatycznym grafu G i oznaczamy symbolem
X'(G)

Uwaga Pokolorowanie wierzchotkéw oznaczato rozbicie V
na zbiory niezalezne, natomiast pokolorowanie krawedzi k
kolorami jest rozbiciem grafu na k skojarzen.

Uwaga Problem kolorowania krawedzi jest rownowazny
kolorowaniu wierzchotkéw grafu krawedziowego.

Przyktad x'(G) = 2 dla sciezek i cykli parzystych
X'(G) = 3 dla drzew binarnych o A > 2 i cykli nieparzystych
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Oszacowahnia dolne

Tw. Zachodzi oszacowanie A < x'(G)

Dowadd: Wynika stad, iz wszystkie krawedzie incydentne z
tym samym wierzchotkiem muszg otrzymac parami rézne

kolory.
Tw. Zachodzi oszacowanie Im/tO< x'(G), gdzie t jest

rozmiarem maksymalnego skojarzenia.

Dowadd:
* Niech bedzie dane pewne pokolorowanie grafu G.
e Zauwazmy, ze kazdy z k koloréw jest przydzielony co
najwyzej t krawedziom grafu G.
* Redukujemy graf, usuwajgc krawedzie o pewnym
ustalonym kolorze.

* W kazdym takim kroku usuniemy co najwyzej t krawedzi,
CO 0znacza, ze musimy wykonac co najmniej Om/tO
powyzszych krokéw, aby zredukowac graf do grafu pustego.

* llos¢ krokdw jest réwna ilosci kolorow, co kohczy dowdd.
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Oszacowanhia gorne

Tw. x'(G) < max{A, Odeg(u) + deg(v) + deg(w)/2 1},
gdzie maksimum jest obliczane wzgledem wszystkich drog
elementarnych dtugosci 2.

Tw (Shannon, 1949). x'(G) < 3A/2

Tw (Vizing, 1964). x'(G) < A + U, gdzie p jest
maksymalnym zwielokrotnieniem krawedzi w grafie, tzn.
U jest najwiekszg liczbg k takg, ze wystepuje para
wierzchotkow potgczonych k krawedziami.

Uwaga

* Dla duzych wartosci parametru p i specyficznych
graféw (np. dwuwierzchotkowych), oszacowanie
Vizing'a jest stabsze od oszacowania Ore’go.

* Dlap =1 oszacowanie Vizing'a jest bardzo doktadne
jako, ze x'(G) = A.



Tw. Vizinga
Whniosek Dla grafow prostych G zachodzi A < xX'(G) < A + 1.

Uwaga

* Grafy, dla ktorych x’(G) = A nazywamy grafami
klasy 1. Przyktady to grafy dwudzielne, petne o
parzystej liczbie wierzchotkdow, planarne o A > 8§,
nieparzystego rzedu z gwiazdg spinajgca.

* Grafy klasy 2, to takie, dla ktérych x’(G) = A +1.
Przyktadami sg nieparzyste cykle, petne nieparzystego
rzedu, regularne nieparzystego rzedu.

Uwaga Graféw klasy 1
jest znacznie wiecej. Np.
sposrod 112 graféw
rzedu 6, tylko 3 sg klasy
2.
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Algorytm NC

Algorytm w kazdym kroku wybiera dowolng krawedz i
przydziela jej najnizszy kolor, sposréd kolorow, ktdre nie
zostaty uzyte do pokolorowania krawedzi sgsiednich.

Wtasnosci:

* Ztozonosc¢ algorytmu to O(mA)

* Najmniejszym dos¢ trudnym grafem jest sciezka P,

* Najmniejszy trudny graf nie istnieje

* Algorytm jest 2-przyblizony, tzn. NC(G) < 2x’(G).

Uzasadnienie: Jesli algorytm NC koloruje pewng krawedz e

= {u,v}, to w najgorszym przypadku sg deg(u) + deg(v) - 2

zabronione kolory dla e. Oznacza to, ze kolor przydzielony e

jest nie wiekszy niz deg(u) + deg(v) - 1. Stad:

NC(G) < max{ deg(u) + deg(u) -1 : {u,v} OE(G) }

<2A-1<2A< 2X(G).



Algorytm NTL

Def. Kolor brakujgcy dla wierzchotka v grafu G to kolor,
ktory nie zostat przydzielony zadnej krawedzi
incydentnej do v. M(v) oznacza zbior wszystkich kolorow
brakujgcych dla v.

Def. Dla kazdego wierzchotka v ustalamy pewien jego
kolor brakujgcy m(v). Wachlarzem F przy wierzchotku v
rozpoczynajagcym sie krawedzig {v,w,} nazywamy taki
ciag krawedzi {v,w,}, {v,w;},..., {v,w.}, ze {v,w;} ma
przydzielony kolor m(w,_,), i > 0. Liczba s to rozpietos¢
wachlarza.

Uwaga Jesli wybrana krawedz {u,v} nie jest
pokolorowana, to kazdy z wierzchotkdéw u,v ma
przynajmniej dwa kolory brakujgce.
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Algorytm NTL

Nazwa metody pochodzi od pierwszych liter nazwisk jej
twoércow (Nishizeki, Terada, Leven)

Procedure AlgorytmNTL( G )
begin
if A(G) < 2 then koloruj optymalnie trawersujgc sciezki i cykle;
else begin
qg:=AG) +1; G := (V(G), O);
for kazda e 0 E(G) do begin
G =G+ ¢
if e = {u,v} nie moze otrzymac wspdlnego koloru
brakujgcegow u i v then
Recolor( u, v );
koloruj e;
end
end
end
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Procedura Recolor

zamierzamy pokolorowac krawedz {u,v};
wyznaczamy maksymalny wachlarz F ( t.z. w,=u) przy wierzchotku v

przypadek 1: m(w,) O M(v), gdzie s to rozpietos¢ wachlarza

-wowczas kolorujemy krawedz {v,w;} barwg m(w,) dla kazdego
i=1,...,s.
przypadek 2: m(w;) 0 M(v)

* niech P bedzie sciezkg w grafie G zaczynajaca sie w w, ztozona
z krawedzi pokolorowanych barwami m(v) i m(w,)

* przypadek 2a: P nie osigga wierzchotka v: wéwczas zamieniamy
kolory znajdujace sie na sciezce, {v,w,} otrzymuje kolor m(v) i
pozostate krawedzie {v,w,} otrzymujg kolory m(w,);

* przypadek 2b: P osigga v: niech w;, gdzie j 0{0,...,s-2}bedzie
wierzchotkiem takim, ze m(w;_,)=m(w,). Sciezka P kohczy sie w
wierzchotku w,. Zmieniamy kolory wachlarza tak, ze krawedz
{v,w;} otrzymuje kolor m(w,) dla i<j - 1. Zamieniamy kolory na
sciezce P i ostatecznie malujemy {v,w,_,} kolorem m(v).
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