Grafy hamiltonowskie,
problem komiwojazera —
algorytm optymalny
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Grafy hamiltonowskie

Def. Cykl (droga) Hamiltona jest to cykl (droga), w ktorym kazdy
wierzchotek grafu wystgpuje doktadnie raz. Graf jest hamiltonowski
(pothamiltonowski), o ile posiada cykl (droge) Hamiltona.

Przyktad

Graf hamiltonowski Graf péthamiltonowski Gr.af nie jegt ani hami.ltonowski
ani pothamiltonowski



Grafy hamiltonowskie

Tw. (Ore, 1960) Jesli G jest grafem prostym o n = 3 wierzchotkach i
deg(u) + deg(v) =2 n dla kazdej pary niesqsiednich wierzchotkow u i v, to
graf G jest hamiltonowski.

Dowdd: Zalézmy, Ze istnieje graf G o podanych zatozeniach ale nie jest
hamiltonowski. Mozemy zatozy¢, ze G posiada droge Hamiltona
v,—V,—...—v, oraz {v,,v, }¢ E(G). Stad wynika, ze deg(v,) + deg(v,) 2n a
to oznacza, ze istnieje indeks i taki, ze {v,,v;}€ E(G) oraz {v., v,}€ E(G),
co pokazano na rysunku. To prowadzi do sprzecznosci, gdyz
VDV, oV =Y, =Y, —.. —v,—Y, jest cyklem Hamiltona.
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Grafy hamiltonowskie

Whniosek (Dirac, 1952) Jesli G jest grafem prostym o n = 3
wierzchotkach i deg(u) = n/2 dla kazdego wierzchotka v, to G jest
hamiltonowski.

Dowod: Wynika z poprzedniego twierdzenia, gdyz deg(u) + deg(v) > n
dla kazdej pary (réwniez niesasiednich) wierzchotkow.

Uwaga Problem polegajacy na stwierdzeniu czy dany graf G jest
hamiltonowski jest NP-zupelny. Oznacza to, ze nie sa znane efektywne
(dziatajace w czasie wielomianowym) algorytmy rozwiazujace ten
problem. Nie jest rOwniez znane twierdzenie podajace warunki
konieczne 1 dostateczne na to, aby G byt hamiltonowski.
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Problem komiwojazera

Dany jest zbior miast. Komiwojazer chce odwiedzi¢ wszystkie miasta
(kazde doktadnie raz) 1 powr6ci¢ do punktu wyjscia. Problem polega na
znalezieniu najkroétszej trasy o tej wlasnosci.

Zdefiniuyjemy powyzszy problem w
jezyku teoru grafow. Niech bedzie
dany graf pelny G. Zakladamy, ze z
kazda krawedzia e, jest skojarzona jej
waga (dtugosc) oznaczana dalej przez
w,. Rozwigzaniem problemu
komiwojazera jest taki cykl
Hamiltona, ktérego suma wag
krawedzi jest minimalna.

Przyktad
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Problem komiwojazera

Uwagi
e problem komiwojazera jest NP-trudny, co oznacza, ze nie sa
znane algorytmy o wielomianowej ztozonosci obliczeniowe]
rozwiazujace ten problem (przypuszczalnie takie nie istnieja)
* w praktyce jestesmy zmuszeni postugiwac si¢ wielomianowymi
algorytmami przyblizonymi, tzn. takimi, ktore szybko znajduja
rozwiazanie, ktore jest w przyblizeniu rOwne optymalnemu

Przyklad Jednym z mozliwych algorytméw doktadnych jest sprawdzenie
wszystkich mozliwych cykli Hamiltona 1 wybranie najkrotszego. Wada takiego
podejscia jest to, ze liczba cykli jest zbyt duza, gdyz dla n-wierzchotkowego
grafu wynosi (n!)/2. Stad, jesli dysponujemy komputerem sprawdzajacym
milion permutacji na sekundg, to:

en=10 = 1ilos¢cykli=(10!)/2=1814400 = czasobliczen=1.8s
en=20 = ilos$¢ cykli=(20!)/2 =108 = czas obliczen = 40 tys. lat



Historia problemu komiwojazera

George Dantzig, Ray Fulkerson 1 Selmer Johnson (1954)
zaprezentowali optymalne rozwigzanie problemu
komiwojazera dla 49 amerykanskich miast.
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Historia problemu komiwojazera

Padberg 1 Rinaldi (1987) obliczyli optymalne
rozwigzanie dla 532 punktow
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Historia problemu komiwojazera

£
Loy

Jf0
% "'"i*—

Rozwigzanie obejmujace 13549 miast amerykanskich, uzyskane
w 1998 roku.
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Problem komiwojazera —
algorytm optymalny

nie jest znany zaden wielomianowy optymalny algorytm dla tego
problemu 1 jest mato prawdopodobne, ze taki algorytm w ogoéle
istnieje

omowiony dalej algorytm polega na przeszukiwaniu catej przestrzeni
rozwigzan

podczas obliczen na biezaco uaktualniane jest dolne oszacowanie na
dtugos¢ optymalnej trasy, dzigki czemu wiemy, ktorych
rozwigzan cz¢sciowych na pewno nie da si¢ rozszerzyC na
rozwigzania optymalne 1 czg¢S¢ obliczen mozna poming¢

rozwazamy przypadek nieco ogolniejszy, w ktorym dany jest na
wejsciu obcigzony graf skierowany
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Drzewo przeszukiwan

Def. Drzewo przeszukiwan definiujemy jako zakorzenione drzewo,
ktorego kazdy wierzchotek odpowiada pewnemu podzbiorowi rozwiazan.
Podzbiory rozwigzan odpowiadajace synom wezta wynikaja za sposobu
podziatu zbioru rozwigzan ojca.

Uwaga: Dla problemu komiwojazera przyjmujemy nastgpujaca
posta¢ drzewa przeszukiwan:
e kazdy wierzchotek odpowiada rozwigzaniom problemu,
ktore zawieraja pewne tuki 1 jednoczesnie innych wybranych
tuk6w nie zawieraja (np. pewnemu wierzchotkowi
odpowiadaja optymalne trasy zawierajace tuki (a,b),(e,h) oraz
nie zawierajace lukow (a,d),(d,e) 1 (b,e) )
e Kazdy wezet ma dwoch syndw. Po wybraniu nowego tuku e,
jeden z synOw odpowiada rozwigzaniom o ograniczeniach
nalozonych w ojcu oraz zawierajacych e, natomiast drugi — nie
zawierajacych e.
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Oszacowanie dolne

Uwaga: Podczas realizacji algorytmu (tzn. podczas trawersowania drzewa
przeszukiwan) pami¢tamy wartosC najlepszego znalezionego dotychczas
rozwiazania. Oznaczmy ja przez min_sol.

Uwaga: Z kazdym wierzchotkiem v drzewa przeszukiwan jest zwigzana
zmienna LB. Jest to liczba, ktéra stanowi oszacowanie dolne na wartos¢
kazdego rozwiazania nalezacego do tego wierzchotka. Wowczas:
 jesli LB > min_sol, to wiemy, ze nie warto przeszukiwac¢ poddrzewa
zakorzenionego w wierzchotku v,
 jesli LB = min_sol, to poddrzewo by¢ moze zawiera rozwigzania
dorownujace dotychczasowemu najlepszemu. Jesli zadanie polega na
wyznaczeniu dowolnego rozwigzania optymalnego, to nie
przeszukujemy poddrzewa zakorzenionego w wierzchotku v
 jesli LB < min_sol, to nalezy przeszukiwac poddrzewo
zakorzenione w v (by¢ moze nie catfe).



Redukcja macierzy

Lemat Jesli M jest macierzq sqsiedztwa grafu G, to:
* do dowolnego cyklu Hamiltona nalezy doktadnie jeden element z
kazdego wiersza M i doktadnie jeden 7 kazdej kolumny
» jesli od wszystkich elementow w wybranym wierszu (kolumnie)
odejmiemy statq d, to dtugosc kazdego cyklu Hamiltona jest o d
mniejsza od diugosci tego samego cyklu, lecz przed odjeciem statej
e jesli od wierszy i kolumn wielokrotnie odejmiemy state tak,aby
kazdy wiersz i kolumna zawieraly co najmniej jedno zero, to suma
odjetych liczb stanowi dolne oszacowanie optymalnego rozwiqzania.

Def. Proces odejmowania statych od wierszy (kolumn) macierzy
sasiedztwa nazywamy redukcjq.

Whniosek Jesli tuk (i,j) nalezy do optymalnej trasy komiwojazera
znalezionej na podstawie zredukowanej macierzy sqsiedztwa, to (i,j)
nalezy rowniez do optymalnej trasy w wyjsciowym grafie.
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Algorytm redukcyi

procedure Reduce( M)

. Zmienne:
begin _ .
re=0: M — macierz sasiedztwa
7 rozmiaru n

for i := 1 to n do begin
min_row := najmniejszy element w i-tym wierszu;
if ( min_row >0 ) then begin
odejmij min_row od kazdego elementu w wierszu i;
ri=r+ min_row,
end
end;
for i := 1 to n do begin
min_col ;= naymniejszy element w i-tej kolumnie;
if ( min_col >0 ) then begin
odejmij min_col od kazdego elementu w wierszu i;
r:=r+ min_col,;
end
end;
return r;
end

r — suma odj¢tych
wartosci od wierszy 1
kolumn (jak wynika z
poprzedniego lematu,
jest to dolne
oszacowanie na
dtugos¢ cyklu w M)



a [ oo
b |17
M= 12
d |13
e |42

Przyktad redukcii

11
33
19
28

c
16

44
41
25

d
28

31
6

(oo}

36

e
42

27
15
21

oo

r=11+17+6+13+25+8

=80

Stad, do wartosci LB

potomkow wezta dodamy 80

(—

L o & 9

QN

a b ¢

(0 0 5

0 oo 27
18 27 oo

0 6 28
17 3 O

gt

a b ¢

o 0 5

0 o 27
I8 27 o
0 6 28

17 3 0
0 0 0

d

e
31|
10

11
17

13
25
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Kryterium wyboru tuku

procedureFindEdge( M, r, ¢ )
begin
max :=—1;
fori:=1 tondo
forj:=1tondo
if M[i,j] = O then begin
min_r ;= warto$¢ najmniejszego
elementu w wierszu i z pomini¢ciem M([i,j]; Uwaga: Aby utworzy¢

Zmienne:
M — macierz sasiedztwa
n — rozmiar M
(r,c) — tuk do podziatu
zbioru rozwigzan

min_c ;= wartos¢ najmniejszego potomk6éw w drzewie
elementu w kolumnie j z pominigciem M[i,j]; przeszukiwan, wybieramy

if min_r + min_c > max then begin taki tuk, ktéry powoduje
max ;= min_r + min_c; najwickszy wzrost dolnego
(r,c) = (i,)); oszacowania w prawym

end poddrzewie. Wartos¢, o

end; ktéra wzrosnie LB
return max; wyznaczamy w zmienne;

end max.
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Wybor tuku - przykiad

min_r+min_c=5+3=8

TT—a b e d e

0 o 27 14
Zredukow. M = 18 27 o 0
/

c 1
« 410 6 28 o 0
e |17 3 61T ]  3+5=8

P 0+1=1
0+0=0

* do podziatu zbioru rozwigzan wybieramy tuk (c,d)

* lewy potomek odpowiada wszystkim rozwigzaniom (cyklom)
zawierajacym tuk (c,d)

e prawy potomek zawiera wszystkie rozwiazania bez (c,d)
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Tworzenie lewego syna

zalozmy, ze wybrano tuk (c,d) w celu utworzenia potomkow
wierzchotka v,

lewy syn zawiera wowczas zbior rozwigzan o tych samych
ograniczeniach, co w przypadku v oraz dodatkowo zawierajacych
tuk (¢,d),

oznacza to, ze mozemy zmniejszy¢ rozmiar macierzy sasiedztwa o
1 poprzez usunigcie c-tego wiersza 1 d-tej kolumny,

kolejne ,,uproszczenie” macierzy polega na zablokowaniu tuku (d,c)
tzn. element macierzy na przecigciu d-tego wiersza 1 c-tej kolumny
przyjmuje wartosc ,,nieskonczonosc”,

blokujemy rowniez tuk, ktory tworzy cykl wraz z tukami dodanymi
poprzednio do rozwigzania,

wartos¢ LB wyliczamy dodajac do wartosci LB ojca liczbe r
wyliczona w procedurze Reduce



Dla wezta
WY]SCIOWEZO V
(tutaj korzen

drzewa) LB(v)=0

Zredukow. M =

Wartos¢
oszacowania

dolnego LB(v)) dla

lewego potomka
WwYynosi zatem
LB(v)+r = 0+80

Lewy syn - przyktad

R Lo S Q

QLU & Q

QN

a b ¢ d
o 0 5 17
0 o 27 14
18 27 o 0
0 6 28 o
17 3 0 11

a b c e

o 0 5 23]
0 o 27 2
0 6 o 0
17 5 0 oo

¢ 1 kolumny d)

2
-
0

-

(blokowanie
tukéw tworzacych

cykl z dotychczas

wybranymi )

(usunigcie wiersza

e

a

0
0

1

~

a

(0 0 5 23]
0 o 27 2
0 6 28 0
17 5 0 o

a b ¢ e

(zablokowanie
tuku (d,c))

b ¢ e i
0O 5 23
o 27 2
6 0
5 0 oo
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Tworzenie prawego syna

zalozmy, ze wybrano tuk (c,d) w celu utworzenia potomkow
wierzchotka v,

prawy syn zawiera wowczas zbior rozwigzan o tych samych
ograniczeniach, co w przypadku v oraz dodatkowo nie
zawierajacych tuku (c,d),

blokujemy wigc tuk (c,d) poprzez wpisanie wartosci
,,hieskonczonosC¢” na przeci¢ciu c-tego wiersza 1 d-tej kolumny w
macierzy sasiedztwa

nie nast¢puje zmniejszenie rz¢du macierzy sasiedztwa w tym
przypadku

wartos¢ LB wyliczamy dodajac do wartosci LB ojca liczbe r
wyliczona w procedurze Reduce oraz wartos¢ wartos¢ max
wyliczona w procedurze FindEdge
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Prawy syn - przykiad

Dla wezta

a

WY]SCIOWEegO r b

(tutaj korzen Zredukow. M =

drzewa) LB(r)=0 p

e

a

Wartosc¢ oszacowania dolnego b

LB(r,) dla prawego potomka .
Wwynosi zatem

LB(r)+r+max=0+80+12=92 | 4@

e

a b ¢ d e i
o 0 5 17 23
0 o 27 14 2
18 27 o« 0 1
0O 6 28 o 0

17 3 0 11 oo
@(Zablokowanie

tuku (c,d))

a b ¢ d e
o 0 5 17 23
0 o 27 14 2
18 27 oo 1
0 6 28 o 0

17 3 0 1 oo
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Warunki konca rekurencji

Przypadek 1: wartos¢ LB w wierzcholku v jest wigksza lub rowna od
najlepszego znalezionego dotychczas rozwigzania. Wowczas drzewo
zakorzenione w v nie jest przeszukiwane.

Przypadek 2: M jest stopnia 2. Ma ona wowczas jedna z dwoch postaci:
M- +oo 0 | V- 0 4o
| 0 4o ub BEEN
Zatem bez wzgledu na posta¢ macierzy nie ma wyboru co do tego jakie tuki
nalezy wiaczy¢ do koncowego rozwigzania. Jesli kolumny odpowiadaja
wierzchotkom w,x natomiast wiersze u, v to:

e jeshi M[u,w] =0, to do cyklu komiwojazera naleza tuki (u,w), (v,x)
e jesli M[u,x] =0, to do cyklu komiwojazera naleza tuki (v,w), (u,x)
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Algorytm

procedure TraverseTree( M, C, LB) Zmienne: : :
besin M — macierz sasiedztwa
. C — krawedzie nalezace do cyklu
r := Reduce( M ); ., :
. : LB — wartos¢ dolnego oszacowania
if LB + r < min_sol then dla daneso werla
if ICl = n — 2 then begin 0 Wk

dotacz dwa tuki do C 1 uaktualnij min_sol oraz zapamigtaj

nowe rozwigzanie jesli jest lepsze od dotychczasowych;
end else begin

max = FindEdge( M, c,d );
TraverseTree( M™, C U {(c,d)}, LB+ r);
if LB + r + max < min_sol then begin

M powstaje z M poprzez
usunigcie c-tego wiersza, d-tej
kolumny 1 zablokowania tuku

Mlc,d] := +eo; (d,c) i tukéw tworzaych cykle z
TraverseTree(M,C, LB +r ); M[r,c] :=0; | c U {(c,d))
end
end;

odtworz macierz M do postaci sprzed redukciji;
end

min_sol inicjalnie rOwne +oo




42 6 28 35| 1B=0

9 o 29 35 38| r=35
29 34 max=34

Przykiad ..

_L o & 9
N 8
p—

(9]
8

e |23 24 31 5 oo

b [0 26 29 P
LB=35 oo _oo (o/e] ]
iy c 0 16 21 1Beo @ 14 0 7
d [15 19 o 0 b |0 8 26 29
max=41 r =134
e [18 19 0 oo c 19 0 « 16 21
ma=23 5 19 0 o 0
(b,a)
e |18 19 14 0 o

d 35+0+41 > min_sol X X

69+34 > min_sol 69+34+23> min_sol

y LB+r+max = M — macierz wyjsciowa (przed
LB=70 ¢ {w 0} 35-+35J}5;Z)5> redukcja), natomiast we
min_soil= .
r=0 e 0 = wszystkich potomkach

pokazano macierze po redukcji

min_sol =70




Z/1070nosc¢

¢ (Czas dziatania procedury Reduce wynosi O(n?)

o (Czas dziatania procedury FindEdge wynosi O(n?%)

e Zapamigtanie i odtworzenie macierzy to operacja rzedu O(n?)
e Zapamigtywanie nowego najlepszego rozwigzania w czasie O(n)
e Oznacza to, ze realizacja algorytmu TraverseTree w obrebie
jednego wezta wymaga czasu O(n?)

e Zlozonosc¢ catego algorytmu mozna oszacowac zatem przez
O(f(n)n?), gdzie f(n) jest liczba weztéw drzewa poszukiwan
odwiedzanych przez procedur¢ TraverseTree.

* Liczba wykonanych obliczen zalezy od konkretnych danych
wejsciowych 1 w pesymistycznym przypadku jest wyktadnicza.
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