Pojecie gratu

Def. Graf prosty G=(V,E) jest uporzadkowana para dwoch elementow:
zbioru wierzchotkow V oraz zbioru krawedzi ECVXV. Krawedz pomigdzy
wierzchotkami u oraz v oznaczamy {u,v}. Graf prosty nie zawiera krawedzi
postaci {u,u} oraz pomig¢dzy kazda para wierzchotkow istnieje co najwyzej
jedna krawedz.

Def. Wierzchotki u 1 v sa sgsiednie, gdy {u,v}e€ E(G). Wierzchotek u

oraz krawedz e sa incydentne, gdy u € e.

Przyktad:
vV ® Vy
G=({v,Vy VsVt
® { {vla v2}7 {Vz, V3}, {V3, V4}, {V4, vl}a{vza V4} } )
1) V3

Uwaga. Rysunek grafu jest reprezentacja zbioru wierzchotkow oraz
sposobu ich potaczenia, wigc jego wlasnosci metryczne nie sq istotne.



Multigraty oraz graty skierowane

Def. Multigraf to graf, w ktorym pomig¢dzy dowolng para wierzchotkow
moze wystapi¢ wigcej niz jedna krawedz oraz dopuszczalne s petle, tzn.

krawedzie postaci {v,v}, gdzie ve V(G).

Def. Graf nazywamy digrafem (grafem skierowanym), gdy krawedz
taczaca u oraz v jest uporzadkowang parg postaci (u,v).

Przyktad:
U o v U o S
v
< ®
w X w X
G=({u,v,w,x}, D=({u,v,w,x},

Huvl, w,vy, {w,wh, {w,x}, {w,v), (W,v), (v,x), (x,w)} )

(WX}, (WX}, {XV], {6V )



Stopien wierzchotka

Def. Stopien wierzchotka v jest oznaczany symbolem deg(v) 1 jest
to 1los¢ wierzchotkow sasiednich z v. Dla danego grafu G
definiuyjemy parametry:

0 =min { deg(v) : v e V(G) }

A =max { deg(v) : v e V(G) }

Lemat o usciskach dloni. Niech G bedzie grafem prostym. Wowczas
deg(v,) + ... + deg(v,) = 2m.

Dowad: (indukcja ze wzgledu na liczbg krawedzi grafu)

1. Jeslim =0, to rOwnos¢ jest prawdziwa.

2. Zaktadamy, ze lemat zachodzi dla pewnego m = 0.

3. Udowodnimy rownanie dla m + 1. Niech ee E(G) bedzie dowolna
krawedzia. Z zalozenia indukcyjnego wiadomo, ze

deg(v,) + ... + deg(v,) = 2m(G —e),

gdzie deg(v,) jest stopniem v, w grafie G — e. Dla grafu G suma stopni
wierzchotkow jest o 2 wigksza niz dla G — e oraz m(G) = m(G — e) + 1,
co oznacza, ze rOwnanie zachodzi dla grafu G o m + 1 krawedziach.



Twierdzenie Havla

Tw. llos¢ wierzchotkow nieparzystego stopnia w grafie prostym jest parzysta.
Dowod: Z lematu o usciskach dloni wiadomo, ze

deg(v,) + ... + deg(v,) + deg(u,) + ... + deg(u;) = 2m,
gdzie v, jest wierzcholkiem o nieparzystym stopni, natomiast u; — parzystym.
Wiadomo, ze suma liczb parzystych deg(u,) + ... + deg(u,) jest liczba parzysta,
wige suma deg(v,) + ... + deg(v,) ma rOwniez parzysta wartosc, co jest
spetnione tylko wtedy, gdy 1los¢ sktadnikow jest parzysta (k jest parzyste).

Def. Ciggiem stopniowym grafu nazywamy uporzadkowany nierosnaco
ciag stopni jego wierzchotkow.

Def. Ciag stopniowy jest graficzny, gdy jest on ciggiem stopni
pewnego grafu.

Tw. Havla Ciqg stopniowy (k,d,,...,d)) jest graficzny wtedy i tylko wtedy, gdy
po posortowaniu ciag (d, - 1,d, - 1,..., d, — 1,d, ., d,,,,...,d)) jest graficzny.



Ciag1 graficzne

Algorytm sprawdzajacy, czy ciag stopni jest graficzny:

1.
2.
3.
4

5.

Jeslid, =...=d,; =0, to ciag jest graficzny

Jesli d, <0, to ciag nie jest graficzny

Uporzadkuj ciag nierosnaco wg stopni

Usun z ciagu pierwsza (najwigksza) liczbe d, 1 odejmij 1 od kolejnych
d, liczb ciagu

Wrd6¢ do punktu 1

Przyklad: Sprawdzi¢, czy podany ciag jest graficzny:

(4,3,3,2,2)

(2,2,1,1)

(1,O,1) —> (1,1,0)
(0,0)

Odpowiedz: podany ciag stopniowy jest graficzny.



Ciag1 graficzne

Przyktad

* Ciag (6,5,4,4,3,3,2) nie jest graficzny, poniewaz suma stopni
odpowiedniego grafu wynositaby 27, co nie jest mozliwe na podstawie
lematu o usciskach dioni.

e Ciag stopni (3,3,2,2,2) jest graficzny, poniewaz jest on ciggiem grafow
prostych G, 1 G, pokazanych ponize;.




Przykilady gratow

e Grafpusty N={v,,....,v,},9D).

*  Grafpetny K,=({v,,...v, },{{v,v;}: iy=1,...n, i#f}).

* Graf r-regularny jest grafem, dla ktérego zachodzi Grat K,
réwnos¢ r = 0 = A (tzn. stopien kazdego
wierzchotka jest rowny r). Wowczas m=(r-n)/2.
Graf 3-regularny nazywamy grafem kubicznym.
Zdefiniowany wczesniej graf pelny o n
wierzcholkach jest (n — 1)-regularny.

Graf kubiczny
(graf Petersena)



Operacje sumy 1 zespolenia
Def. (suma grafow)

G,V G, =(V(G)UV(G,), E(G))UE(G,) )

Def. (zespolenie grafow)
G, + G, =(V(G)UV(G,),
E(G)VE(G)U{{v,,v,}:vie V(G,)v,e V(G,)})

Tw. Jesli G = G+G,, to
n(G) = n(G,) + n(G,),
m(G) = m(G,) + m(G,) + n(G,) - n(G,).

Przyklad Zespolenie grafow K, 1 N,

AR



Dopelnienie grafu

Def. Jesli G jest grafem prostym, to jego dopetnieniem jest graf G,
o tym samym zbiorze wierzchotkow oraz dwa wierzchotki sa
sasiednie w G” wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie sa sasiednie w G.

Uwaga Przyktadowe zaleznosci:

G =G,

K,=N,, =
Krs=K, UK_,

G =G

gdzie G, oznacza dowolny
graf r-regularny.

Q
I
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Graf krawedziowy

Def. Graf krawedziowy L(G) grafu G to graf, ktérego wierzcholki
odpowiadaja krawedziom G. Dwa wierzcholki sg sasiednie w L(G) wtedy
1 tylko wtedy, gdy odpowiadajace im krawedzie sa sasiednie w G.

Uwaga Jesli G jest grafem r-regularnym, to L(G) jest 2(r—1)-regularny.

Przyktad

G = L(G) =



Pojecie podgratu

Def. Podgrafem grafu G nazywamy dowolny graf H taki, ze
V(H) c V(G) oraz E(H) c E(G).

Uwaga Podgraf mozna otrzymac usuwajac pewna liczbeg krawedzi 1
(lub) wierzchotkéw z grafu G. Jesli e € E(G), to przez G — e
rozumiemy podgraf powstaty przez usuni¢cie krawedzi e z grafu G.
Jesli F < E(G) to G — F jest grafem utworzonym z G w wyniku
usunig¢cia krawedzi nalezacych do zbioru F. Analogicznie, jesli v, S
sq odpowiednio wierzchotkiem oraz zbiorem wierzchotkow grafu G,
to G — v oraz G — S definiuyjemy jako grafy powstate poprzez
usunigcie odpowiednio v lub S z grafu G.

Def. Podgraf petny dowolnego grafu G nazywamy klikq. Rozmiar
najwiekszej kliki oznaczamy przez ©(G).

11
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Podgraf indukowany

Def. Podgraf indukowany G[S] grafu G, gdzie § c V(G), definiujemy
nastepujaco:
GIS1=(S, {{uv} :uves, {uv}e E(G)} ).

Przyklad (podgraf indukowany)

Ve v, Vs
G = Gl{vy, v3, vy V61 =
Vs Vs &
V, Vq Vs
Podgraf G, ktory nie Ve Va
jest podgrafem
indukowanym:
V3



Drogi 1 cykle

Def.
* Marszruta to taki ciag krawedzi grafu G, ze dwie kolejne

krawedzie tego ciggu sa sasiednie w G lub sg identyczne.

e tLancuch jest marszruta, w ktorej zadna krawedz nie wystepuje
dwukrotnie.

e Droga to marszruta w ktorej kazdy wierzchotek wystepuje co
najwyzej raz.

* (Cykl to droga, ktorej wierzchotek poczatkowy jest rowny

koncowemu.
Przyktad v
1
v, v, marszruta: v, Vg, V3, Vg, V4, Vs
G tancuch: v, v, v,, v3, v, v,
N v, droga: vy, vy, V3, V¢, Vy, Vs

cykl: vy, v,, v3, Vg, vy

13
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Drogi 1 cykle
Tw. Jesli 0 = 2, to graf G zawiera cykl.
Dowdd:
(a) Mamy m 2 n, gdyz z lematu o usciskach dtoni wiadomo, ze
2m = deg(v,) + ... + deg(v,) = nd = 2n.
(b) Udowodnimy indukcyjnie wzgledem n, ze jesli m = n, to G zawiera cykl.
- Jeslin =2, to G zawiera cykl.
- Zakladamy, ze twierdzenie zachodzi dla wszystkich gratow, ktérych rzad
nie przekracza n.
- Rozwazmy n + 1 wierzchotkowy graf G oraz niech e = {u,v} bedzie jego
dowolng krawedzia. Jesli G — e jest spojny, to istnieje sciezkaz udov w
G — e wigc ta Sciezka w polaczeniu z e tworzy cykl w G. Jesli G — e nie jest
spojny to oznaczmy G — e = G, U G,. Gdyby zachodzito m(G,) < n(G,) — 1
oraz m(G,) < n(G,) — 1, to
m(G) =m(G,) + m(G,) + 1 <n(G,) +n(G,) -1 =n(G) - 1,
co daje sprzecznos¢ z zatozeniem. Stad mozna przyjac, ze m(G,) = n(G,) i
z zatozenia indukcyjnego G, (wigc rowniez G) zawiera cykl.
(c) Z (a) oraz (b) wynika teza.
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Grafty dwudzielne

Graf dwudzielny G = (V,UV,, E), gdzie G[V,] oraz G[V,] sa grafami
pustymi (istnieje podzial V na podzbiory V, 1V, takie, ze kazda krawedz
grafu taczy wierzchotki z r6znych zbiorow V). Szczegdlnym przypadkiem
sg petne grafy dwudzielne K, ,= N, + N,. W takim przypadku zachodza
WZOry.

m(K,,)=a-b,
n(K,,)=a+b.
Vl V2

Graf dwudzielny (2-regularny)
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Grafty dwudzielne

Tw. Graf G jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy cykl w G ma
parzystq dtugosc.

Dowod:

Zatozmy, ze G=(V, UV, E) jest dwudzielny oraz v,,...,v, jest
dowolnym jego cyklem. Bez straty ogdlnosci mozna zatozy¢, ze v,e V.
Stad, ze v, 1 v, sa sasiednie wynika, ze v,€ V,. Ogolnie, v, €V, oraz
Vy,41€ V), €O 0znacza, ze wierzchotek v, V, poniewaz jest sasiedni z v,.

Zalozmy, ze kazdy cykl w G ma parzysta dlugos¢. Definiujemy
podziat V nastepujaco: A, = {we V: d(v,w) jest parzyste}, B, = V\A , gdzie
d(v,w) jest dlugoscia najkrotszej Sciezki faczacej v z w. Wierzchotki w A
sq parami niesasiednie, gdyz sytuacja x, y €A oraz {x,y} € E oznacza, ze
w G wystepuje nieparzysty cykl o dlugosci d(v,x) + d(v,y) + 1,
sprzecznos¢. Podobnie mozna uzasadni€ ze krawedz pomigdzy
elementami B, implikuje istnienie nieparzystego cyklu w G.



Przykilady gratow

° Cykl an( {Vl 7777 vn} ’ {{vl’v2} """ {vn-l’vn}’ {vn’vl}} )
C3 = /\ C4 = C5 —
* Kolo Wn=( {Vl ----- Vn} ’ {{VI’VZ} """ {Vn—l’vn}’ {vn’vl}} )
Wn = Cn—l + Nl

17



Hiperkostki

* hiperkostka Q, jest grafem, ktorego wierzchotki odpowiadaja
wszystkim ciggom zero-jedynkowym diugosci n. Dwa wierzcholki sa
sasiednie, o 1le odpowiadajace im ciagi r6znia si¢ na jednej pozycji.

100 110

101 111

001 / /(11;1

0 @
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Spojnos¢ krawedziowa

Def. Graf jest spdjny, gdy pomiedzy kazda para wierzchotkéw istnieje
droga. Zbior rozspajajqcy grafu to zbior krawedzi, ktorych usunigcie
rozspaja graf. Rozciecie to zbioOr rozspajajacy, ktorego zaden
wlasciwy podzbior nie rozspaja grafu. Spdjnosc krawedziowa jest
moca najmniejszego rozcigcia (oznaczenie: MG)). Sktadowa
spojnosci grafu G jest podgrafem H takim, ze G = H U G’, dla
pewnego G’. Krawe¢dz e nazywamy mostem, gdy {e} jest rozcigciem.

Przyktad
Zbi0r rozspajajacy

e Rozcigeie

Most

\/\ Sktadowe spdjnosci grafu G — e




Spojnosc wierzchotkowa

Def. Zbior separujqcy grafu to zbiér wierzchotkéw, ktorych usunigcie
rozspaja graf. Separator to zbior separujacy, ktérego zaden wtasciwy
podzbior nie rozspaja grafu. Spojnosc wierzchotkowa jest moca
najmniejszego separatora (oznaczenie: ¥ (G)). Wierzchotek v
nazywamy przegubem, gdy {v} jest separatorem.

Przyktad

Zbior separujacy
v Separator

Przegub

\/\ Sktadowe spdjnosci grafu G — v

20



SpOjnosc grafu

Tw. Jesli graf G posiada k sktadowych spojnosci, to

n—k<m.

Dowodd: Dowodzimy twierdzenie indukcyjnie wzgledem k.

1)

2)
3)

Niech k£ = 1. Graf ma minimalng ilos¢ krawedzi wowczas, gdy
usuni¢cie dowolnej z nich rozspaja graf. Wybierzmy dowolny
wierzchotek bedacy lisciem 1 usunmy go z grafu wraz z incydentng
krawedzia. W wyniku tej operacji liczba krawedzi 1 wierzchotkow
maleja o 1. Po pewnej liczbie krokow otrzymujemy graf K.

Zaktadamy, ze twierdzenie zachodzi dla pewnego k.

Dowodzimy dla k + 1. Dodajemy do grafu krawedz e tak, aby
taczyta dwie sktadowe spojnosci. Wowczas korzystajac z zatozenia
indukcyjnego otrzymujemy:

n(G+e)—(k—-1) <m(G+e).

Po uwzglednieniu, ze n(G+e) = n(G) oraz m(G+e) = m(G) + 1
otrzymujemy teze.

21



SpOjnosc grafu

Tw. Jesli graf G posiada k sktadowych spojnosci, to
m<(n-k)(n-k+1)/2.
Dowod: Rozwazmy n-wierzchotkowy graf G, o najwigkszej mozliwe;j
liczbie krawedzi, ktory posiada k sktfadowych spojnosci Gy,...,G, takich,
ze IV(G,, DI < IV(G))I. Zalozmy, ze wierzchotek u nalezy do
najliczniejszej sktadowej spojnosci , natomiast v nalezy do sktadowe;
G,. Zauwazmy, ze jeshi IV(G,)|l > 1, to przeniesienie wierzchotka v z G,
do G, nie zmieni liczby skladowych spojnosci, liczba krawedzi
natomiast wzrosnie, co daje sprzecznos¢. Stad [V(G,)l =1 dlai > 1. Stad,

m(G)=m(K,_,)=m—-k)(n—-k+1)/2, cokonczy dowdd.

Whniosek Dowolny n-wierzchotkowy graf posiadajqcy wiecej niz
(n —2)(n — 1)/2 krawedzi jest spojny.

22



Sprawdzanie spOjnosci gratu

Procedure Spojny(G)
begin
S:={v}; (* gdzie v jest dowolnym
wierzchotkiem grafu G *)
while istnieje nieoznaczony
wierzcholek v € § do begin

Przyktad Oznaczenia:
e0znaczone elementy S;
enieoznaczone elementy S;
*biezacy wierzcholek v;

S =SUN®W);
oznacz wierzchotek v;
end;

if S =V(G) then
return ,.graf G jest spojny’’;
else
return ,.graf G nie jest spojny”’;
end

Odp: ,,graf G jest spojny”

23



Drzewa

* Drzewo — graf spdjny, ktory nie zawiera podgrafu bedacego cyklem.
Dla tej klasy gratow zachodzi m = n — 1. Wierzchotek o stopniu
rOwnym 1 nazywamy lisciem.

- sciezki: P, = ({vy,.., v, L Uvp va bs el Vp Vit D)

- gwiazdy: K, = ({vy,..,v, LUV b olvpv, D =N+ N,

- kometa — graf powstaly poprzez potaczenie pewnego wierzchotka
gwiazdy z lisciem nalezacym do Sciezki

- gasienica — graf, w ktorym mozna wyr6zni¢ taka sciezke, ze kazdy
1i§¢ w grafie jest sasiedni z pewnym wierzchotkiem sciezki

- dwugwiazda — wszystkie wierzcholki, z wyjatkiem dwoch maja
stopien rowny 1

- drzewo binarne — drzewo, w ktorym stopien kazdego wierzchotka
jest rowny co najwyzej 3

24
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Drzewa

Tw. Niech T bedzie drzewem o n wierzchotkach. Wowczas

(1)
(2)
3)
4)
5)
(6)

nastgpujace warunki sg rOownowazne:

T jest drzewem;

T nie zawiera cykli 1 ma n — 1 krawedzi;

T jest grafem spojnym 1 ma n — 1 krawedzi;

T jest grafem spojnym 1 kazda krawedz jest mostem:;

kazde dwa wierzcholki T sa potaczone dokladnie jedna droga;

T nie zawiera cyklu, ale po dodaniu dowolnej krawedzi
otrzymany graf ma doktadnie jeden cykl.

Dowod: Wykazemy twierdzenie indukcyjnie wzgledem n. Jeslin = 1,

to twierdzenie jest prawdziwe. Zat6zmy, ze jest prawdziwe
rOwniez dla wszystkich drzew T, ktorych rzad jest mniejszy niz
n. Nastgpnie wykazemy rownowaznos¢ warunkow dla drzewa T
o n wierzcholkach.
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Drzewa

Dowod (cd.):
(1) =(2) [T jest drzewem = T nie zawiera cykli 1 ma n — 1 krawedzi]

T jest drzewem, wigc nie zawiera cykli. Po usuni¢ciu dowolne;j
krawedzi e otrzymujemy T—e = T, U T,. Z zalozenia
indukcyjnego mamy m(T)) =n(T,) - 1,i=1,2. Stad

m(T)=n(T))-1+n(T,)-1+1=n(T)-1.
(2) =(3) [T nie zawiera cykli 1 ma n — 1 krawedzi = T jest grafem spojnym
1man — 1 krawedzi]
Zatozmy, ze T nie jest grafem spojnym. Wtedy 7' = T, U T,. To oznacza, ze
m(T) =m(T,) + m(T,) = n(T,) + n(T,) — 2,

na mocy zatozenia indukcyjnego. Stad m(7T) = n(T) — 2. Ale z
warunku (2) wynika, ze m(T) = n(T) — 1, co daje sprzecznosc.



Drzewa

Dowodd (cd.):

(3) =(4) [T jest grafem spojnym 1 ma n — 1 krawedzi = T jest grafem
spOjnym 1 kazda krawe¢dz jest mostem]
Graf T — e nie jest spOjny, gdyz podalismy wczesniej twierdzenie
mowiace, 1z dla grafu o k sktadowych spdjnosci zachodzi n — k < m.
W przypadku grafu T— e mamy k=1 orazm =n - 2.

(4) =(5) [T jest grafem spOjnym 1 kazda krawedz jest mostem = kazde
dwa wierzchotki T sg potaczone doktadnie jedng droga]

Gdyby pomig¢dzy pewna parg wierzcholkow istnialy dwie drogi,
to tworzytyby one cykl. Usunigcie dowolnej krawedzi z tego cyklu nie
spowoduje rozspojenia grafu, co przeczy zatozeniu, iz kazda krawedz jest
mostem.

27
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Drzewa

Dowodd (cd.):

(5) =(6) [kazde dwa wierzchotki T sa potaczone doktadnie jedna droga
— T nie zawiera cyklu, ale po dodaniu dowolnej krawedzi
otrzymany graf ma doktadnie jeden cykl]

Zalozmy, ze gratf T zawiera cykl. Wowczas pewne dwa
wierzcholki, nalezace do tego cyklu, sa potaczone dwiema r6znymi
drogami. Sprzecznos¢. Po operacji dodania krawedzi graf T + {u,v}
zawiera cykl, poniewaz wierzcholki u oraz v sa potaczone w grafie
T droga.

(6) =(1) [T nie zawiera cyklu, ale po dodaniu dowolnej krawedzi
otrzymany graf ma doktadnie jeden cykl = T jest drzewem)]

Wystarczy wykazac, ze graf T jest spOjny. Gdyby tak nie byto,
to T graf T + {u,v} nie zawiera cyklu, gdzie T =T, U T, oraz u € V(T)),
v € V(T,). Sprzecznosc.



k-drzewa

Def. (k-drzewo) k-drzewem jest graf pelny K,. Jesli G jest k-drzewem o n
wierzcholkach, to (n+1)-wierzchotkowe k-drzewo powstaje z G poprzez
dodanie wierzchotka sasiedniego do wszystkich wierzcholkow pewne;
kliki w o k wierzcholkach w G. Czesciowe k-drzewo to dowolny podgraf
k-drzewa.

Uwaga Kazde Przyktad

drzewo jest 1-
drzewem

2-drzewo 3-drzewo

29
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Macierz sasiedztwa

Macierz sasiedztwa jest strukturg danych stuzaca do reprezentacji
grafow w pamigci komputera. Dla danego grafu G okreslamy
kwadratowa tablice M o wymiarach nxn taka, ze

0, gdy{v;,v;ie¢ E(G)
I, gdy{v,v;}e E(G)

M[i,j]={

Przyktad

Przyktad: sasiedztwo
wierzchotka v, G =

_—o O O O

0
1
0
0
0

oS O O = O

a

Wierzchotek v jest sasiedni z: —v,, v; 1 v4# 1

oS O = O O O

o OO =k O =
O O = m OO



Macierz sasiedztwa

Zalety:

* sprawdzenie, czy {v,v;}€ E(G), dodanie oraz
usuni¢cie krawedzi to operacje dokonywane w
statym czasie

e struktura danych tatwa w implementacji

Wady:

e przechowywanie macierzy wymaga O(n?) pamigci

e przejrzenie zbioru krawedzi dokonywane w czasie
O(n?) zamiast O(m)
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Przykitad: lista

sasiadow

wierzcholka v
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Lista sgsiedztwa

Lista sgsiedztwa jest struktura danych, w ktérej wystepuje n-
elementowy wektor N zwany nagtowkiem taki, ze N[i] jest
wskaznikiem na list¢ zawierajaca sasiadow wierzchotka v..

Przyktad

—>v2|‘—HV6|o
*vll‘—H\glo
*vzl'—f\%lo
v5|°—1’v6lo

>y o

o ¢ @ o v

P

Wierzchotek v jest sasiedn1 z: v, v; orazv,



Lista sgsiedztwa

Zalety:

e przejrzenie zbioru krawedzi dokonywane w czasie O(m)
e 0szczgdnos¢ pamigci — wymagana pami€c rz¢du O(m)

Wady:

* sprawdzenie, czy {v,v;}€ E(G) wymaga czasu
proporcjonalnego do min{deg(v;), deg(v,)}

e usuni¢cie krawedzi {u,v} wymaga czasu
proporcjonalnego do max{ deg(u), deg(v) }
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[zomorfizm gratow

Def. Niech beda dane dwa grafy G, 1 G, o tej samej liczbie wierzchotkow.
Powyzsze grafy sg izomorficzne o ile istnieje bijekcja f:V(G,)— V(G,)
taka, ze wierzchotki u 1 v sg sasiednie w grafie G, wtedy 1 tylko wtedy,
gdy wierzchoiki f(u) 1 f{v) s sasiednie w G,.

Tw. Jesli grafy G, i G, sq izomorficzne, to

1. [V(G)I=1V(G,)

2. |EG)I =1 EG)

3. Ciqgi stopniowe tych grafow sq sobie rowne

Przyklad Nastepujace trzy
grafy sa izomorficzne:
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[zomorfizm gratow

Uwaga. Warunki podane w powyzszym twierdzeniu nie sg
wystarczajace do tego, aby dwa grafy byly izomorficzne.

Dla ponizszych dwoch grafow G,, G, mamy

1. [V(G)I=1V(G,)

2. |EG)I=|EG)

3. Ciqgi stopniowe tych grafow sq sobie rowne,
lecz nie sa one izomorficzne.

G, = G, =

Uwaga Nie wiadomo, czy istnieje wielomianowy algorytm, stwierdzajacy,
czy podane na wejsciu dwa grafy sga 1zomorficzne.
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[zomorfizm gratow

Przyklad Szesc postaci grafu Petersena

hr AL
-9,
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