Skojarzenia

Najliczniejsze skojarzenia:

— graly proste dwudzielne,

— dowolne graty proste.
Doktadne skojarzenia o maksymalne;j
sumie wag w obcigzonych peilnych
grafach dwudzielnych.
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Definicje

Def Zbior krawedzi M jest skojarzeniem w grafie G, jesli zadne dwie
krawedzie nalezace do M nie maja wspolnego wierzcholka.

Problemy:

* najliczniejsze skojarzenie — szukamy skojarzenia zawierajacego
najwicksza mozliwg liczbg krawedzi

e doktadne skojarzenie — pytamy, czy istnieje skojarzenie ztozone z n/2
krawedzi (n musi by¢€ parzyste)

 skojarzenie o minimalnej (maksymalnej) wadze — szukamy w obciazonym
grafie takiego skojarzenia, aby suma wag jego krawedzi byta mozliwie
najmniejsza (najwigksza)

» doktadne skojarzenie o minimalnej (maksymalnej) wadze — j.w. oraz
dodatkowo skojarzenie musi zawiera¢ n/2 krawedzi



Definicje

Def. Niech M bedzie dowolnym skojarzeniem.

» Krawedz nazywamy skojarzong, jesli nalezy ona do M. W przeciwnym
wypadku krawedz jest nieskojarzona.

* Wierzchotek v nazywamy wolnym (w odniesieniu do konkretnego
skojarzenia M), jesli zadna sposrod krawedzi nalezacych do M nie
zawiera v.

e Droga P jest naprzemienna wzgledem M, jesli dla dowolnych dwéch
sasiednich krawedzi nalezacych do P nie jest prawda, ze jednoczesnie
naleza lub nie naleza do M.

* Droga naprzemienna, ktora zaczyna si¢ 1 konczy w r6znych
wierzchotkach wolnych jest drogq powiekszajqcq.

e dla wierzchotka v € V(G) definiuyjemy N(v) = {u € V(G): {u,v} € E(G)}

* dla § c V(G) definiujemy N(S)=(UNW)\S

ve S
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Drogi powigkszajace

Def. Niech A,B < E(G) beda zbiorami. Oznaczmy A @ B:= (A U B)\(A N B).

Tw. Jesli M jest skojarzeniem, natomiast P drogq powiekszajqca

wzgledem M, to M’ .= M @ P jest rowniez skojarzeniem. Ponadto
M’ = Ml + 1.

Przyklad:
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Twierdzenie Halla

Tw. Dwudzielny graf prosty G=(A UB,E) ma doktadne skojarzenie
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego S < A zachodzi IN(S)| = ISl.
Dowdd:
(=) Niech M bedzie doktadnym skojarzeniem oraz niech § C A.
e jesh A={u,...,u; }, B={v,,...,v;}, to mozemy zalozyc¢, ze {u,v;}e M
* wierzcholki v, skojarzone z wierzchotkami nalezacymi do S sa
parami rozne 1 naleza do N(S)
(&) Rozwazmy najliczniejsze skojarzenie M w grafie G.
* niech u bedzie nieskojarzonym wierzchotkiem
e niech X bedzie zbiorem wszystkich wierzchotkow osiagalnych z u
poprzez droge¢ naprzemienng; niech L:=X " A, R.=X N B.
e N(L)=R
e jedynym wierzchotkiem wolnym w X jest u, gdyz w przeciwnym
wypadku mamy Sciezk¢ powigkszajaca. Zatem: [LI = IRl + 1
e stad: IN(L)I =IRI =ILI -1 < |Ll, sprzecznos¢
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Kojarzenie matzenstw...

Tw. Jesli graf prosty dwudzielny G=(A U B, E) jest k-regularny, to
posiada doktadne skojarzenie.

Dowdd:
e m = klAl oraz m = klIBI, co oznacza, ze |Al = |BI.
e Niech § ¢ A bedzie dowolny.
» Istnieje doktadnie kIS| krawedzi incydentnych do S.
* Stad, co najmnie;j £IS| krawedzi jest incydentnych do N(S).
o 7 faktu, ze G jest k-regularny wynika, ze do N(S) jest
incydentnych kIN(S)| krawedzi.
o Zatem: kIS| < kIN(S)I, co oznacza, ze IS| < IN(S)I.
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Twierdzenie Tutte

Def. Symbolem o(G) oznaczamy liczbg sktadowych spdjnosci grafu G,
ktore posiadaja nieparzysta liczbg wierzchotkow.

Tw. Spojny graf prosty G posiada doktadne skojarzenie wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego S < V(G) zachodzi o(G — §S) < ISl.

Dowod: (=)

e Zalézmy, ze teza nie zachodzi, tzn. S € V(G) oraz G — S posiada
ISI+1sktadowych nieparzystego rze¢du.

e W sktadowych parzystego rzedu znajdujemy skojarzenia
doktadne.

e Kazda sktadowa nieparzystego rz¢du posiada wierzchotek, ktory
musi by¢ skojarzony z wierzchotkiem v, ktory do tej sktadowe;
nie nalezy.

* v musi byC elementem S — sprzecznosc.
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Twierdzenie Tutte

Dowod: (&)
* Przypusémy, ze G nie posiada doktadnego skojarzenia.
e Tworzymy graf F' dodajac do G krawedzie, az bedzie spetniony
warunek:
- F nie posiada doktadnego skojarzenia,
- po dodaniu dowolnej krawedzi e do F graf F'+e posiada
skojarzenie doktadne.
e Definiujemy zbior U zawierajacy wierzchotki stopnian — 1 w
grafie F.
e Oczywiscie U jest rozny od V, gdyz w przeciwnym wypadku F
miatby doktadne skojarzenie.
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Twierdzenie Tutte

Lemat Graf F — U jest sumq grafow petnych.
Dowod:
e Zalozmy, ze lemat nie zachodzi.
» Istnieje sktadowa H w grafie F — U, ktoOra nie jest grafem petnym.
e Z/najdujemy wierzchotki x,y,z takie, ze {x,y},{y,z} € E(H) oraz
{xz} ¢ E(H).
e Z faktu, ze y nie nalezy do U wynika, Ze istnieje wierzchotek w, z
ktorym y nie jest sasiedni.
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Twierdzenie Tutte

Dowdd lematu c.d.:

* Rozwazmy skojarzenie M, w grafie I + {x,z} oraz skojarzenie M,
w grafie F' + {w,y}.

* Przypadek 1: W grafie M, U M, istnieje cykl obejmujacy {y,w}
oraz {x,z}:

» Istnieje doktadne skojarzenie
w grafie F. Na rysunku
jego krawedzie sa M
oznaczone etykieta M. M
Skojarzenie M ,,poza cyklem” y
jest rowne dowolnemu
sposrod M. w

Sprzecznosc.
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Twierdzenie Tutte

Dow6d lematu c.d.:
 Przypadek 2: W grafie M, U M, krawedzie {y,w} oraz {x,z}
naleza do r6znych cykli:
» Istnieje doktadne skojarzenie
M w grafie F. Na rysunku
jego krawedzie sa
oznaczone etykieta M.
Skojarzenie M ,,poza cyklami”
jest rowne dowolnemu M
sposrod M.
Sprzecznosc.

Dowdd lematu jest zakonczony.
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Twierdzenie Tutte

Ciag dalszy dowodu tw. Tutte: (<)

Zat6zmy, ze F — U ma k skladowych spOjnosci nieparzystego rzedu
H,..H,.

Wiadomo, ze k oraz |Ul sg jednoczesnie parzyste lub jednoczesnie
nieparzyste.

Sktadowe spojnosci F — U parzystego rzedu maja doktadne
skojarzenia, poniewaz na podstawie lematu sg one grafami petnymi.
W kazdej sktadowej H; wybieramy dowolny wierzchotek v, 1
,,kojarzymy” go z dowolnym wierzchotkiem w U.

Powyzsza operacja jest poprawna, poniewaz o(F — §) < o(G — S) < ISl
dla kazdego S, co oznacza to, ze k < |UI.

Pozostate wierzchotki w U mozna skojarzy¢, gdyz tworza graf petny
11ch liczba jest parzysta.

Podobnie mozna skojarzy¢ wierzchotki w grafach H, —v..
Otrzymalismy wigc doktadne skojarzenie w F' — sprzecznosc.



Algorytm

Tw. Skojarzenie M jest najliczniejsze wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera
drogi powiekszajqcej wzgledem M.

Z. twierdzenia wynika nastgpujacy algorytm:

1. 1nicjalnie skojarzenie M nie zawiera zadnych krawedzi;

2. jesli nie istnieje droga powigkszajaca wzgledem M to ,.koniec’;
3. znajdz droge powigkszajaca P;

4. M =M®® P;

5. przejdz do punktu 2;



Drzewo naprzemienne

Def. Drzewo T bedace podgrafem G jest drzewem naprzemiennym
wzgledem skojarzenia M jesli:
e T zawiera dokladnie jeden wolny wierzchotek r(7),
» dla kazdego wierzchotka v € V(T) droga taczaca r(T) z v jest
naprzemienna wzgledem skojarzenia M,
e dla kazdego liscia v drzewa T (r6znego od r(T)) krawedz
nalezaca do skojarzenia M 1 incydentna do v w G nalezy do T.

Przyktad.
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LLas naprzemienny

Def. Las naprzemienny F wzgledem M w grafie G jest suma drzew
naprzemiennych takich, ze:
* kazdy wolny wierzchotek nalezy do pewnego drzewa bedacego w F,
e drzewa nalezace do F sa parami wierzchotkowo roztaczne.

Uwagi:

e jeshive V(F),to F(v) oznacza drzewo naprzemienne nalezace do F,
ktore zawiera wierzchotek v,

e 1r(F(v))jest wowczas wierzchotkiem wolnym nalezagcym do drzewa
naprzemiennego w F' zawierajacego v,

e graf F' zawierajacy wytacznie wierzchotki wolne jest pewnym lasem
naprzemiennym

e wierzcholek v jest parzysty (nieparzysty), jesh droga taczaca v z r(F(v))
w drzewie F(v) zawiera parzysta (nieparzystq) liczbe krawedzi. Zbior
parzystych (nieparzystych) wierzchotkow oznaczac¢ b¢dziemy przez

even(F) (odd(F)).
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Szukanie drog powigkszajacych

Szukanie drogi powigkszajace] w grafie dwudzielnym mozna opisac
procedura, sktadajaca si¢ z dwoch ponizszych krokéw, ktora nazwijmy Grow:

1. Jesl istnieje wierzchotek u € even(F), ktory jest sasiedni do
wierzchotka v ¢ odd(F), to zachodzi jeden z przypadkow:

a) jeslive even(F),todo drzewa F(u) dodaj krawedz {u,v} oraz
krawedz incydentng do v 1 nalezaca do skojarzenia M;

b) jesliv e even(F)— droga powigkszajaca zostata znaleziona
(sktada si¢ z krawedzi {u,v}, Sciezki taczacej v z T(v) 1 Sciezki
taczacej u z T(u)) 1 procedura konczy dziatanie;

2. Jesli nie istnieje wierzchotek u € even(F), ktory jest sasiedni do
wierzchotka v ¢ odd(F), to procedura Grow konczy dziatanie.

Uwagi:
* 1nicjalnie F to graf pusty zawierajacy wszystkie wierzchotki wolne,
e powyzsze kroki sag wykonywane ,,do skutku”.
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Gdy grat nie jest dwudzielny...

Uwaga: Procedura szukania drog powigkszajacych podana
poprzednio nie uwzglednia sytuacji, gdy u € even(F) oraz v € odd(F),
co moze si¢ zdarzyc, gdy graf zawiera cykle o nieparzystej dtugosci.

Przyklad:

Uwaga: W powyzszym przyktadzie nadal jest mozliwe rozszerzenie
drzewa naprzemiennego, jednak mozna wskazac¢ przyktady, gdy
rozbudowa drzewa nie jest mozliwe, mimo tego, ze droga
powigkszajaca istnieje.



Kielichy

Def. Cykl C nazywamy naprzemiennym wzgledem skojarzenia M, jesli
M N C jest najliczniejszym skojarzeniem w C.

Uwaga: Jesli C jest cyklem naprzemiennym o nieparzystej dtugosci, to

doktadnie jeden wierzchotek w C jest wolny wzgledem skojarzenia M m C.

Def. Jesli T jest drzewem naprzemiennym, ktére zawiera dwa wierzchotki
grafu G, ktore sa w G sasiednie oraz oba sg parzyste w lesie
naprzemiennym zawierajacym 7, to cykl powstaly w drzewie T poprzez
dodanie krawedzi taczace; wspomniane dwa wierzchotki nazywamy
kielichem. Sciezke (ztozona z krawedzi nalezacych do 7T) taczaca korzen T
z kielichem nazywamy fodygq.
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Sciaganie kielichéw

Def. Jesli C jest kielichem, to przez sciggniecie C rozumiemy
sciggnigcie wszystkich krawedzi nalezacych do C. Tak otrzymany graf
oznaczamy symbolem G...

Przyklad: ‘\‘
7/ I -7

>--—« (o §> *--—@
“o—b
Graf G z kielichem C Graf G,

Uwaga: Jesli F jest lasem naprzemiennym w G, to F . jest lasem
naprzemiennym w G..
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Scigganie kielichow

Tw. Niech M, F, C bedq odpowiednio skojarzeniem, rodzing drzew
naprzemiennych oraz kielichem w grafie G. Kazda droga
powiekszajqca w grafie G~ moze byc przeksztatcona w droge
powiekszajqcq w G.

Tw. Jesli M jest najliczniejszym skojarzeniem w G, to M jest
najliczniejszym skojarzeniem w G.

Whiosek Jesli C,,...,C, sq kielichami wzgledem skojarzenia M w grafie G
oraz (M )c,--)¢, Jjest najliczniejszym skojarzeniem w (G e, ) e, , to
M jest najliczniejszym skojarzeniem w G.
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Szukanie drog powigkszajacych

Aby rozszerzy¢ procedurg¢ Grow na przypadek grafow dowolnych nalezy
przewidzie¢ mozliwos$¢ wystgpowania kielichow.

1. Jesh istnieje wierzchotek u € even(F), ktory jest sasiedni do
wierzchotka v ¢ odd(F), to zachodzi jeden z przypadkow:
a) jeslive even(F),todo drzewa F(u) dodaj krawedz {u,v} oraz
krawedz incydentng do v 1 nalezaca do skojarzenia M;
b) jeshiv e even(F) oraz F(u)#F(v) — droga powigkszajaca zostata
znaleziona 1 procedura konczy dziatanie;
c) jesliv e even(F) oraz F(u)=F(v) — kielich C zostat znaleziony;
sciggamy C;
2. Jesli nie istnieje wierzchotek u € even(F), ktory jest sasiedni do
wierzchotka v ¢ odd(F), to procedura Grow konczy dziatanie.



Graty obcigzone

W dalszej czesci rozwazamy peilne dwudzielne grafy obcigzone, tzn.

G=XuUY,LE), IXI=IYl; funkcja wagowa w: E — R jest taka, ze
w(e) 2 0 dla kazdej krawedzi e € E,

Rozwiazujemy problem polegajacy na znalezieniu doktadnego
skojarzenia o maksymalnej sumie wag.

Uwagi:

zalozenie, ze wagi sa nieujemne nie zmniejsza ogolnosci,
rozwazanie grafow pelnych dwudzielnych nie zmniejsza ogdlnosci,
mozemy zatozyc, ze partycje grafu maja jednakowe rozmiary,
problem jest rOwnowazny szukaniu doktadnego skojarzenia o
minimalnej sumie wag,

problem roOwnowazny szukaniu skojarzenia (dowolnego) o
maksymalnej (minimalnej) sumie wag,

problem ogolniejszy od poprzedniego,
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Etykietowanie wierzchotkow

Def. Funkcjal: V— R, jest poprawna jeshi I(x) + [(y) = w(x,y).

Przyklad:

Graf G (pozostale krawedzie
maja wagg 0)

Funkcja [.

[y)=0dlaye Y
[(x) =max{w(e) :x € e} dlaxe X.
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Grat G,

Def. Graf prosty G, definiujemy nastgpujaco:
* V(G) =W(G)
* {x,y} e E(G) wtedy 1 tylko wtedy, gdy I(x) + [(y) = w(x,y)

Przyklad:

Graf G i funkcja / Graf G,
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Skojarzeniaw G;1w G

Tw. Jesli M jest doktadnym skojarzeniem w grafie G, to M jest
doktadnym skojarzeniem o maksymalnej sumie wag w G.

Dowdd:
wM) = Y wle)= 2 ((x)+I(y))
eeM {x,yleM
= YIwv) =D 1W).
{veV:v jest skojarzony w M } veV

Jesli M’ jest dowolnym doktadnym skojarzeniem w G, to:

wM'’) = 2wle)s 2 ((x)+1(y)

eeM' {x,yleM'

— Zl(v) = ZZ(V)ZW(M).

{veV:v jest skojarzony w M"} veV
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Skojarzeniaw G;1w G

Whiosek Jesli graf G, posiada doktadne skojarzenie, to jest ono
maksymalnym doktadnym skojarzeniem w G.

Uwaga: Jesli graf G,nie posiada dokladnego skojarzenia, to
zmierzamy do zmodyfikowania funkcji [ w taki sposob, ze:

e graf G, otrzymuje dodatkowe krawedzie,
e krawedzie, ktore nalezaly do G, nie sg z niego usuwane,
e funkcja / pozostaje poprawna.



Algorytm

Skonstruuj inicjalng funkcje wagowa [:

[y)=0dlaye Y

[(x)=max{w(e) :xe€ e} dlaxe X
utworz graf G;;
jesli G, posiada dokladne skojarzenie M, to jest ono
szukanym maksymalnym skojarzeniem w G (na mocy
wczesniejszego twierdzenia); w takim przypadku algorytm
konczy dzialanie;
jesli G, nie posiada doktadnego skojarzenia, to popraw
funkcje [;
wroc¢ do punktu 2;
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Poprawianie funkcji /

Inicjalizacja:

e niech M begdzie dowolnym najliczniejszym skojarzeniem w G;
* niech x € X bedzie wierzchotkiem wolnym w G, wzgledem M;
e S:={x}; T—-zbior pusty;

Jesli N(S) = T w grafie G,, to:

a=min{l(x)+I(y)—w(x,y):x€e S, ye T}

(l(a)—a gdyae S

I'(a)=<1l(a)+a gdyaeT

| [(a) else

* utworz graf G;;

Jesli N(S) # T w grafie G,, to:

 wybierz wierzchotek y ¢ T, ktory nalezy do N(S),

o jeSliistniejez ¢ S,t.z. {y,z} e M,toS:=Su {z}; T:=TuU {y};
wroc¢ do kroku 2;

 w przeciwnym wypadku KONIEC;




