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Diagramy Voronoi
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Definicje i oznaczenia
• dany jest zbiór punktów P = {p1,...,pn},
• rozwa�amy metryk� euklidesow� d w R2,
• definiujemy diagram Voronoi jako podział płaszczyzny R2 na n

takich obszarów, �e dowolny punkt płaszczyzny p nale�y do 
obszaru odpowiadaj�cego punktowi pi wtedy i tylko wtedy d(p,pi) 
<d(p,pj) dla ka�dego j ≠ i.

• obszar odpowiadaj�cy punktowi pi oznaczamy V(pi),
• diagram Voronoi dla P oznaczamy Vor(P),
• dla dwóch punktów p i q przez h(p,q) oznaczmy półpłaszczyzn� 

zawieraj�c� punkty znajduj�ce si� bli�ej punktu p ni� q,
• dla dwóch punktów p i q przez pq oznaczmy prost� wyznaczaj�c� 

podział płaszczyzny na obszary h(p,q) i h(q,p),
• mówimy, �e diagram Vor(P) jest spójny, gdy krzywa

R2\(V(p1) ∪ ... ∪ V(pn)) jest spójna,
• kraw�dzie i wierzchołki diagramu Vor(P) to odpowiednio jego 

odcinki (proste, półproste) oraz punkty poł�cze� odcinków
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Własno�ci
Lemat Dla ka�dego i=1,...,n,

Tw. Niech b�dzie dany zbiór P. Je�li wszystkie punkty w P s� współliniowe, 
to Vor(P) zawiera n – 1 równoległych prostych. W przeciwnym wypadku 
diagram jest spójny i jego kraw�dzie to odcinki i półproste.

Dowód:
• zakładamy, �e punkty w P nie s� współliniowe,
• wiemy, �e kraw�dzie Vor(P), to cz��ci prostych pipj,
• przypu��my, �e pewna kraw�d� e = pipj (jest prost�),
• istnieje inny punkt pk, który nie jest współliniowy z pi i pj,
• st�d pipk nie jest równoległy do e, wi�c  proste si� przecinaj� –

sprzeczno��,
• dowodzimy, �e Vor(P) jest spójny,
• gdyby tak nie było, to istnieje obszar V(pi) dziel�cy płaszczyzn�,
• obszary diagramu Voronoi s� wypukłe, co oznacza, �e V(pi) jest 

ograniczony przez dwie proste – sprzeczno��

),()( ,,...,1 jiijnji pphpV ≠== �
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Liczba kraw�dzi i wierzchołków

Tw. Niech n > 2 b�dzie liczb� punktów diagramu Voronoi. Liczba 
wierzchołków diagramu wynosi co najwy�ej 2n – 5, natomiast liczba 
jego kraw�dzi jest ograniczona przez 3n – 6.

Dowód:
• mo�emy zało�y�, �e punkty w P nie s� współliniowe,
• szukane liczby wierzchołków oraz kraw�dzi diagramu oznaczmy 

odpowiednio symbolami np i mP,
• na podstawie Vor(P) utwórzmy graf G, którego wierzchołki 

odpowiadaj� wierzchołkom diagramu. Graf G zawiera dodatkowy 
wierzchołek v∞. Je�li kraw�d� diagramu jest odcinkiem ł�cz�cym u,v to 
dodajemy kraw�d� {u,v} w G. Je�li kraw�d� jest półprost� incydentn�
do u, to dodajemy kraw�d� {u,v∞} w G,

• z twierdzenia Eulera mamy (np + 1) – mP + n = 2,
• ka�dy wierzchołek w G ma stopie� równy co najmniej 3, co oznacza, �e 

2mP ≥ 3(np + 1), sk�d wynika teza.
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Własno�ci
Def. Niech q ∈ R2. Najwi�ksze koło o �rodku w q, które nie zawiera wewn�trz 

�adnego punktu pi oznaczane b�dzie symbolem CP(q).

Tw. Dla danego zbioru P zachodzi:
1. punkt q ∈ R2 jest wierzchołkiem w Vor(P) wtedy i tylko wtedy gdy brzeg 

koła CP(q) zawiera co najmniej trzy punkty w P;
2. fragment prostej pipj zawiera kraw�d� Vor(P) wtedy i tylko wtedy, gdy 

istnieje punkt q ∈ R2 taki, �e brzeg CP(q) zawiera 2 punkty pi i pj
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Własno�ci

Dowód:
1. - je�li brzeg CP(q) zawiera pi,pj,pk, to (poniewa� CP(q) jest puste) 

punkt q musi nale�e� do granicy ka�dego obszaru V(pi), V(pj), V(pk);
- odwrotnie, je�li q jest indydentny do co najmniej 3 kraw�dzi w 
Vor(P), to jest indydentny do co najmniej 3 obszarów V(pi), V(pj), 
V(pk); q jest równoodległy od pi,pj,pk oraz nie mo�e istnie� �aden 
punkt z P, który nale�y do CP(q);

2. - załó�my, �e istnieje q ∈ R2 taki, �e brzeg CP(q) zawiera dokładnie 2 
punkty pi i pj. Wówczas d(q,pi) = d(q,pi) ≤ d(pi,pj). Wykazali�my 
wcze�niej, �e q nie jest wierzchołkiem w Vor(P);
- odwrotnie, je�li fragment prostej pipj jest kraw�dzi� w Vor(P), to 
CP(q) zawiera pi oraz pj i nie mo�e zawiera� �adnych innych punktów.
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Algorytm

Obszar zawieraj�cy punkt pi mo�na wyznaczy� nast�puj�co:
• dla ka�dego innego punktu pj wyznaczamy prost� rozdzielaj�c� 

płaszczyzn� na dwa obszary: zawieraj�cy punkty le��ce bli�ej pi ni� 
pj oraz obszar zawieraj�cy punkty le��ce bli�ej pj ni� pi.

• obliczaj�c przekrój wszystkich powy�szych półpłaszczyzn 
znajdujemy obszar V(pi)

Uwagi:
• powy�szy algorytm mo�na zaimplementowa� w czasie O(n2logn),
• istnieje algorytm o zło�ono�ci O(nlogn), którego szkic 

przedstawiony jest dalej,
• O(nlog n) jest doln� granic�, gdy� sortowanie n liczb rzeczywistych 

mo�na zredukowa� do szukania diagramu Voronoi o n punktach
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Szkic algorytmu O(nlogn)

• definiujemy poziom� prost� l,
• pocz�tkowo l znajduje si� powy�ej wszystkich punktów pi,
• prosta l jest przesuwana ku dołowi,
• diagram jest wyznaczany na podstawie punktów znajduj�cych si� 

powy�ej prostej l,
• przesuwanie prostej odbywa si� w sposób dyskretny, tzn. 

potencjalne nowe u�yteczne informacje mog� si� pojawia� tylko 
dla okre�lonych współrz�dnych y prostej l,

• nowy wierzchołek jest dodawany do diagramu, gdy nale�y on do 
diagramu niezale�nie od poło�enia punktów znajduj�cych si� 
poni�ej prostej,
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Algorytm

• przez l+ oznaczmy półpłaszczyzn� znajduj�c� si� ponad prost� l,
• cz��� diagramu Voronoi, która nie ulegnie zmianie podczas dalszego 

przesuwania l, to te punkty płaszczyzny, które znajduj� si� bli�ej 
pewnego punktu pi ∈ l+ ni� prostej l,

• granica oddzielaj�ca punkty znajduj�ce si� bli�ej pi ni� l jest 
wyznaczona przez parabol�

l

pi
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Algorytm
Def. Parabol� wyznaczon� przez punkt pi oznaczmy symbolem bi. 
Definiujemy funkcj� B(x) = min{bi(x): pi znajduje si� powy�ej l}.

Uwaga: Punkty wspólne parabol bi,bj nale��ce do B le�� w jednakowej 
odległo�ci od pi i pj, co oznacza, �e okre�laj� kraw�d� diagramu 
Voronoi.

Uwaga: Funkcja B zmienia si� w sposób ci�gły, lecz nas interesuje jej 
kombinatoryczna struktura, wi�c interesuj�ce s� dwie sytuacje:

•nowy paraboliczny łuk pojawia si� w B,
•pewna parabola bi przestaje mie� punkty wspólne z B.
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Nowy łuk
Uwaga Jedyna sytuacja, w której nowy paraboliczny łuk staje si� 
fragmentem B to taka, gdy nowy punkt pi zostaje napotkany przez 
prost� l. Wówczas punkty wspólne odpowiednich parabol wykre�laj� 
kraw�d� diagramu, gdy l jest przesuwana.

l

pi

l

pi

pj

pj

Wniosek B zawiera co najwy�ej 2n – 1 parabolicznych łuków.
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Zanik łuku
Uwaga Druga sytuacja, gdy struktura B si� zmienia wyst�puje wówczas, 
gdy pewien paraboliczny łuk przestaje by� cz��ci� B. Punkt q, który jest 
zdegenerowanym takim łukiem wyznacza wierzchołek diagramu.

l

pi

pk
pj

l

pi

pk
pj

q
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Reprezentacja B
• interesuje nas mo�liwo�� szybkiego wyszukiwania paraboli bi stanowi�cej 

fragment B i zawieraj�cej punkt o wybranej współrz�dnej x,
• krzyw� B reprezentujemy za pomoc� zrównowa�onego drzewa binarnego T:

• li�� w T przechowuje punkt pi, który definiuje parabol� reprezentowan� 
przez ten li��

• w�zeł wewn�trzny przechowuje punkt poł�czenia fragmentów parabol, 
zapisany w postaci (pi,pj)

• wówczas w czasie O(logn) mo�emy znale�� parabol� bi, której fragment 
nale�y do B i znajduje si� bezpo�rednio nad punktem o ustalonej 
współrz�dnej x i nale��cym do l: wystarczy trawersowa� drzewo 
nast�puj�co:

• je�li wewn�trznym w�złem jest (pi,pj), to na podstawie współrz�dnych 
pi,pj oraz poło�enia l mo�emy obliczy� punkt poł�czenia parabol 
zdefiniowanych przez pi,pj. Je�li wsp. x jest mniejsza od wyznaczonego 
punktu, to schodzimy do lewego poddrzewa, w przeciwnym wypadku 
do prawego.
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Uwagi ko�cowe
• podczas realizacji przechowywana jest kolejka zdarze� Q,
• elementy Q s� posortowane wzgl�dem współrz�dnych y pojawiania 

si� odpowiednich zdarze�,
• kolejka Q zawiera dwa opisane wcze�niej typy zdarze�:

• pojawienie si� nowego punktu pi na prostej l, co oznacza 
utworzenie nowego łuku paraboli; te zdarzenia i ich kolejno�� 
pojawiania si� mo�na wyznaczy� w fazie inicjalizacji algorytmu

• zanikanie łuku, co oznacza utworzenie nowego wierzchołka 
diagramu; te zdarzenia s� dodawane do kolejki podczas działania 
algorytmu,

Uwaga: Czas działania algorytmu to O(nlogn).


