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Diagramy Voronoi



193

Definicje 1 oznaczenia

dany jest zbiér punktéw P = {p,,....p,},

rozwazamy metryke euklidesowa d w R?,

definiujemy diagram Voronoi jako podzial ptaszczyzny R? na n
takich obszarow, ze dowolny punkt ptaszczyzny p nalezy do
obszaru odpowiadajacego punktowi p; wtedy 1 tylko wtedy d(p,p,)
<d(p,p;) dla kazdego j #i.

obszar odpowiadajacy punktowi p; oznaczamy V(p,),

diagram Voronoi dla P oznaczamy Vor(P),

dla dwoch punktow p 1 g przez h(p,q) oznaczmy potplaszczyzng
zawierajaca punkty znajdujace si¢ blizej punktu p niz g,

dla dwoch punktow p 1 g przez pg oznaczmy prosta wyznaczajaca
podziat plaszczyzny na obszary h(p,q) 1 h(q,p),

mowimy, ze diagram Vor(P) jest spojny, gdy krzywa

RAV(p,) U ... U V(p))) jest spdjna,

krawedzie 1 wierzchotki diagramu Vor(P) to odpowiednio jego
odcinki (proste, polproste) oraz punkty potaczen odcinkoéw
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Witasnosci

Lemat Dla kazdego i=1,...n, V(p,)=0 ., ih(p:,p;)

Tw. Niech bedzie dany zbior P. Jesli wszystkie punkty w P sq wspétliniowe,
to Vor(P) zawiera n — 1 rownolegtych prostych. W przeciwnym wypadku
diagram jest spojny i jego krawedzie to odcinki i poiproste.

Dowdd:

e zaktadamy, ze punkty w P nie sq wspotliniowe,

* wiemy, ze krawgdzie Vor(P), to czgsci prostych pp,,

* przypuscmy, ze pewna krawedz e = p;p; (jest prosta),

* istnieje inny punkt p;, ktory nie jest wspotliniowy z p; 1 p,,

» stad p,p, nie jest rOwnolegty do e, wigc proste si¢ przecinajg —
Sprzecznosc,

e dowodzimy, ze Vor(P) jest spojny,

» gdyby tak nie bylo, to istnieje obszar V(p,) dzielacy ptaszczyzng,

e obszary diagramu Voronoi sg wypukle, co oznacza, ze V(p,) jest
ograniczony przez dwie proste — sprzecznos¢



[iczba krawe¢dzi 1 wierzchotkow

Tw. Niech n > 2 bedzie liczbq punktow diagramu Voronoi. Liczba
wierzchotkow diagramu wynosi co najwyzej 2n — 5, natomiast liczba
jego krawedzi jest ograniczona przez 3n — 6.

Dowod:

* mozemy zalozyC, ze punkty w P nie sa wspotliniowe,

e szukane liczby wierzchotkOw oraz krawedzi diagramu oznaczmy
odpowiednio symbolami n,, 1 m,,

e na podstawie Vor(P) utworzmy graf G, ktorego wierzchotki
odpowiadaja wierzchotkom diagramu. Graf G zawiera dodatkowy
wierzchotek v_. Jesli krawedz diagramu jest odcinkiem taczacym u,v to
dodajemy krawedz {u,v} w G. Jesli krawedz jest polprosta incydentna
do u, to dodajemy krawedz {u,v_} w G,

* ztwierdzenia Eulera mamy (n, + 1) —mp + n =2,

e kazdy wierzcholek w G ma stopien rOwny co najmniej 3, co oznacza, ze
2mp 2 3(np + 1), skad wynika teza.
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Witasnosci

Def. Niech g € R?. Najwigksze koto o srodku w ¢, ktore nie zawiera wewnatrz
zadnego punktu p; oznaczane bgdzie symbolem Cp(q).

Tw. Dla danego zbioru P zachodzi:

1. punkt g € R? jest wierzchotkiem w Vor(P) wtedy i tylko wtedy gdy brzeg
kota C,(q) zawiera co najmniej trzy punkty w P;

2. fragment prostej ppp; zawiera krawedz Vor(P) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje punkt q € R? taki, Ze brzeg Cp(q) zawiera 2 punkty p; i p;

- -
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Witasnosci

Dowdd:

1. - jeshibrzeg Cy(q) zawiera p,p,p,, to (poniewaz Cp(q) jest puste)
punkt g musi naleze¢ do granicy kazdego obszaru V(p,), V(p)), V(p,);
- odwrotnie, jesli g jest indydentny do co najmniej 3 krawedzi w
Vor(P), to jest indydentny do co najmniej 3 obszarow V(p,), V(p)),
V(p,); g jest rownoodlegty od p,,p,p;, oraz nie moze istnie¢ zaden
punkt z P, ktory nalezy do Cp(q);

2. - zalézmy, ze istnieje g € R? taki, ze brzeg C,(q) zawiera doktadnie 2
punkty p;1p,. Wowczas d(q,p;) = d(q,p,) < d(p,p;). Wykazalismy
wczesniej, ze g nie jest wierzcholkiem w Vor(P);

- odwrotnie, jesli fragment prostej pp; jest krawedzia w Vor(P), to
Cp(q) zawiera p; oraz p; 1 nie moze zawiera¢ zadnych innych punktow.
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Algorytm

Obszar zawierajacy punkt p, mozna wyznaczy¢ nastgpujaco:

dla kazdego innego punktu p; wyznaczamy prosta rozdzielajaca
plaszczyzng na dwa obszary: zawierajacy punkty lezace blizej p, niz
p; oraz obszar zawierajacy punkty lezace blizej p; niz p,.

obliczajac przekrdy wszystkich powyzszych potplaszczyzn
znajdujemy obszar V(p,)

Uwagi:

powyzszy algorytm mozna zaimplementowac¢ w czasie O(n’logn),
istnieje algorytm o zlozonosci O(nlogn), ktérego szkic
przedstawiony jest dalej,

O(nlog n) jest dolng granica, gdyz sortowanie n liczb rzeczywistych
mozna zredukowac¢ do szukania diagramu Voronoi o n punktach



Szkic algorytmu O(nlogn)

definiuyjemy pozioma prosta /,

poczatkowo [ znajduje si¢ powyzej wszystkich punktow p,,
prosta [ jest przesuwana ku dolowi,

diagram jest wyznaczany na podstawie punktow znajdujacych si¢
powyzej prostej [,

przesuwanie prostej odbywa si¢ w sposob dyskretny, tzn.
potencjalne nowe uzyteczne informacje moga si¢ pojawiac tylko
dla okreslonych wspotrzednych y prostej [,

nowy wierzchotek jest dodawany do diagramu, gdy nalezy on do
diagramu niezaleznie od potozenia punktow znajdujacych si¢
ponizej prostej,
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Algorytm

przez [t oznaczmy potplaszczyzne znajdujaca si€ ponad prosta /,
cz¢s¢ diagramu Voronoi, ktora nie ulegnie zmianie podczas dalszego
przesuwania /, to te punkty ptaszczyzny, ktore znajdujq si¢ blizej
pewnego punktu p, € [* niz prostej /,

granica oddzielajaca punkty znajdujace si¢ blizej p, niz [ jest
wyznaczona przez parabole
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Algorytm

Def. Parabol¢ wyznaczong przez punkt p, oznaczmy symbolem b..
Definiujemy funkcj¢ B(x) = min{b,(x): p; znajduje si¢ powyzej /}.

Uwaga: Punkty wspolne parabol b, b; nalezace do B leza w jednakowej

odlegtosci od p; 1 p;, co oznacza, ze okreslaja krawedz diagramu
Voronoi.

Uwaga: Funkcja B zmienia si¢ w sposOb ciagly, lecz nas interesuje jej
kombinatoryczna struktura, wigc interesujace sa dwie sytuacije:

enowy paraboliczny tuk pojawia si¢ w B,

epewna parabola b, przestaje mie¢ punkty wspoélne z B.
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Nowy tuk

Uwaga Jedyna sytuacja, w ktorej nowy paraboliczny tuk staje si¢
fragmentem B to taka, gdy nowy punkt p, zostaje napotkany przez
prosta . Wowczas punkty wspolne odpowiednich parabol wykreslaja
krawedz diagramu, gdy [ jest przesuwana.

Whniosek B zawiera co najwyzej 2n — 1 parabolicznych tukow.
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Z.anik tuku

Uwaga Druga sytuacja, gdy struktura B si¢ zmienia wystepuje wowczas,
gdy pewien paraboliczny tuk przestaje by¢ czgscig B. Punkt g, ktory jest
zdegenerowanym takim tukiem wyznacza wierzchotek diagramu.
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Reprezentacja B

* interesuje nas mozliwos¢ szybkiego wyszukiwania paraboli b, stanowiace;]
fragment B 1 zawierajacej punkt o wybranej wspotrzednej x,

* krzywa B reprezentujemy za pomoca zrOwnowazonego drzewa binarnego 7

e lis¢ w T przechowuje punkt p,, ktory definiuje parabolg reprezentowana
przez ten lis¢

e wezel wewngtrzny przechowuje punkt potaczenia fragmentow parabol,
zapisany w postaci (p,p,)

e wowczas w czasie O(logn) mozemy znalez¢ parabolg b,, ktorej fragment
nalezy do B 1 znajduje si¢ bezposrednio nad punktem o ustalone]
wspolrzednej x 1 nalezacym do [: wystarczy trawersowac drzewo
nastepujaco:

* Jesli wewnetrznym weztem jest (p,p,), to na podstawie wspotrzednych
p,p; oraz potozenia [ mozemy obliczy¢ punkt potaczenia parabol
zdefiniowanych przez p,p;. Jesli wsp. x jest mniejsza od wyznaczonego
punktu, to schodzimy do lewego poddrzewa, w przeciwnym wypadku
do prawego.
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Uwagi koncowe

e podczas realizacji przechowywana jest kolejka zdarzen Q,

e clementy Q sg posortowane wzgledem wspoétrzednych y pojawiania
si¢ odpowiednich zdarzen,

» kolejka Q zawiera dwa opisane wczesniej typy zdarzen:

* pojawienie si¢ nowego punktu p, na prostej [, co oznacza
utworzenie nowego tuku paraboli; te zdarzenia 1 ich kolejnos¢
pojawiania si¢ mozna wyznaczy¢ w fazie inicjalizacji algorytmu

e zanikanie tuku, co oznacza utworzenie nowego wierzchotka

diagramu; te zdarzenia sa dodawane do kolejki podczas dziatania
algorytmu,

Uwaga: Czas dziatania algorytmu to O(nlogn).



