177

Maksymalny przeptyw

Zatozenia:

e sieC przeptywowa (np. przeptyw cieczy, pradu, danych w sieci itp.)
bedziemy modelowac za pomocg graféow skierowanych

e luki grafu odpowiadaja kanatom

e wierzchotki to miejsca potaczen kanatow

e waga tuku odpowiada przepustowosci kanatu; c(e)>0 dla kazdego
tuku e,

e wyrdzniamy dwa punkty: s — zrédlo oraz r — ujscie,

* w niniejszym wyktadzie digraf = sieC
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Wstep

Def. Przeptywem nazywamy funkcje f:VXV—R spelniajaca warunki:
1. dlawszystkichu,v eV f(u,v) < c(u,v) (przepustowosc)
2. dlawszystkichu,v eV flu,v) =—f(v,u) (skosna symetrycznosc)
3. dlakazdegou eV\ {s,t}
Z J,v)=0 (zachowanie przeptywu)
veV

Wartosé przepbywuto | f |= Zf (s,V).
veV

Uwaga Przyjmujemy, ze f(X,Y)= Y > f(x,y), gdzieXcV,YC V.
xeX yeY

Def. Jeslif,, £, sa przeplywami dla tej samej sieci, to sume przepltywow f,,
+ /, definiuyjemy jako

(fl + fz)(M,V) - fl(u)v) + fZ(M)V)'
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Siec residualna

Def. Niech bedzie dana sie¢ G z funkcja wagowa c oraz przeptyw fdla G.
Przepustowosc residualng odpowiadajaca f definiujemy jako

clu,v) = c(u,v) - fu,v)
dla wszystkich wierzchotkow u,v gratu G. Siec residualna dla fto digraf G,
taki, ze V(G) = V(G) oraz E(Gy) = { u,v € VXV: ¢ u,v)>0 }.

Przykiad

4(1) 0
Graf G (etykieta krawedzi to c(f) ) Grat G, (etykiety to ¢y



Suma przeplywow

Lemat Niech G, G;bedq odpowiednio sieciq oraz sieciq residualng
utworzonq na podstawie przeptywu f oraz niech f bedzie przeptywem
w sieci G, Wowczas [+ [ jest przeptywem w G o wartosci Ifl + If’l.
Dowadd: Sprawdzamy czy f + f* jest przeptywem:
1. (przepustowosc):
(f + )wv) = fu,y) +f W) < flu,v) + cfu,v) =
=c(u,v) — c{u,v) + c{u,v) = c(u,v)
2. (skosna symetrycznosc):
F+ )wv) =fwy) +f wv) =-fv,u) - f (vu) =
=—(fvw) +f u)) ==+ 1)vu)
3. (zachowanie przeptywu):

2+ Owv)y= 2 (fu+f'wv) = fuv)+ 3 f'uy)=0+0=0

veV veV veV veV

Wartos¢:
| f+ f'lI= Z(f+f')(s,v)= Zf(s,v)+ Zf'(s,v)zlfl+|f'l

veV veV veV
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Sciezka powickszajaca

Def. Sciezkq powiekszajaca nazywamy dowolng $ciezke od zrédia s do
yjscia t w sieci residualnej G, Przepustowosciq residualng Sciezki P jest
liczba

cf(P) = min{ cf(u,v): (u,v)e E(P) }

Lemat Niech P bedzie sciezkq powiekszajqcq dla przeptywu fi sieci
residualnej G. Wowczas funkcja

(cp(P)  gdy(u,v)e E(P)
.](‘P(M’v):< _Cf(P) gdy (V,M)E E(P)
0 else

jest przeptywem w sieci G takim, ze |fpl=c(P)>0. Ponadto dla przeptywu
' =f+fpzachodzi If'1>/f.

Whiosek Przy zatozeniach z powyzszego lematu mamy, ze f + f, jest
przeptywem o wartosci wiekszej niz Ifl.
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Przekroje

Def.
* Przekrojem w digrafie G nazywamy par¢ S, T taka, ze s €S, t €
TorazSuUT=ViSNT=0
e jesli fjest przeptywem, to przeptyw netto przez przekroj (S,7) to

fS,T),
e przepustowosc przekroju (S,7), to c(S,T).

Lemat Jesli f jest przeptywem w digrafie G, ze zrodlem s i ujsciem t,
(S,T) jest przekrojem, to przeptyw netto przez przekroj (S,T) wynosi

AST) = 1.

Whniosek Wartosc¢ dowolnego przeptywu fw sieci G nie moze byc¢ wieksza
niz przepustowosc dowolnego przekroju w G.
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Przekroje

Tw. Niech f bedzie przeptywem w digrafie G ze Zrodtem s i ujsciem t.
Ponizsze warunki sq rownowazne:

1. przeptyw f jest maksymalny,

2. siec residualna G, nie zawiera Sciezek powigkszajqcych,

3. dla pewnego przekroju (S,T), Ifl = ¢(S,T).

Szkic dowodu:
(1=2) Jeslhi zatozymy, ze Sciezka powigkszajaca istnieje, to z wczesniejszego

lematu otrzymujemy, ze mozna otrzymac wigkszy przeptyw.

(2=3) Definiujemy zbior S bedacy zbiorem wierzchotkow osiagalnych z s w
sieci residualnej G. Wowczas (S, V(G)\S) jest przekrojem.

(3=1) Wynika z poprzedniego wniosku.
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Algorytm

procedure Fulkerson-Ford( G, s, t) G —’dljgraf
begin > z.r’oqm
for each (u,v) € E(G) do begin F-wsae
flu,v) =0;
fv,u) :=0;
end;

while istnieje Sciezka powigkszajac P w digrafie G, do begin
c{P) :=min{ c(u,v): (u,v) € E(P) };
for each (u,v) € E(P) do begin
fu,v) == flu,v) + c¢(P);
fv,u0) = flv,u) — ¢(P);
end;
end
end
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Z/1070nosc¢

czas wyszukiwania Sciezki w sieci residualnej to O(IE(G)l) =
O(E(G)));

kazda iteracja petli while jest wigc wykonywana w czasie O(IE(G)));
jesli przepustowosci sg liczbami catkowitymi, to petla while wykonuje
co nayjwyzej If, | razy, gdzie f, . jest wartoscig maksymalnego
przeptywu;

jesli przepustowosci sa catkowite, to ztozonos¢ wynosi O(IE(G)! If,,..));
jesli nie ma zadnych ograniczen na przepustowosci (moga by¢
dowolnymi liczbami rzeczywistymi), to mozliwe jest, ze algorytm
bedzie dziatat w nieskonczonosc;
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Implementacja Edmondsa-Karpa

Uwaga Aby poprawiC zlozonos¢ algorytmu, w kazdej iteracji p¢tli while,
bedziemy szukac najkrotszej sciezki powigkszajacej (tutaj 1 w dalszej czesci
tego wykladu dlugos¢ sciezki to liczba nalezacych do niej tukow). Niech
d{u,v) oznacza odlegtos¢ pomigdzy wierzchotkami u,v (=dtugosc najkrotsze;
Sciezki pomigdzy u 1 v) w sieci residualnej G..

Lemat Dana jest sie¢ G ze zrodtem s i ujsciem t. Jesli w kazdym przebiegu
petli while szukana jest najkrotsza sciezka powiekszajqca w sieci G, to dla
kazdego wierzchotka v € V(G)\{s,t} odleglos¢ v od s w sieci residualnej G,
nie maleje.



Z/1070nosc¢

Tw. Dla danej sieci G ze zrodtem s i ujsciem t, liczba powiekszen przeptywu
wynosi O(IV(GIIE(G)I).
Szkic dowodu:

tuk (u,v) na sciezce powigkszajacej P jest krytyczny jesh
przepustowos¢ residualna sciezki P jest rOwna przepustowosci
residualnej {u,v};

po zwigkszeniu przeplywu tuk krytyczny usuwany jest z sieci
residualne;j;

z faktu, ze sciezka P jest najkrotsza wynika, ze d(s,v) = df(s u) + 1;
tuk (u,v) pojawia si¢ znowu w sieci residualnej, gdy pojawi si€ inna
sciezka powigkszajaca, ktora zawiera (v,u)

jesli aktualnym wowczas przeptywem jest f, to dp(s,u) = dp(s,v) + 1;
z dwoch powyzszych rOwnosci 1 wezesniejszego lematu wynika, ze
df,(s, u) > df(s,u) + 2;

odlegtos¢ u od s rosnie o co nayjmniej 2 od chwili, gdy (u,v) byl
krytyczny do chwili, gdy (u,v) staje si¢ krytyczny ponownie

stad, kazdy tuk moze by¢ krytyczny co nayjwyzej O(1V(G)|) razy
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Najtanszy przepltyw

Zalozenia:
e dany jest graf skierowany G;
* mamy wyrdznione wierzchotki s 1 ¢ — zrodlo 1 ujscie;
e 7z kazdym tukiem (u#,v) w G sa skojarzone dwie etykiety: c(u,v)
przepustowosc, d(u,v) — koszt;
Zadanie:
» znalez¢ najtanszy przeptyw w sieci G, czyli znalez¢ przeptyw f o
zadanej wartosci F, ktory minimalizuje sume

2. du,v) f(u,v)

(u,v)EE(G)
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Szkic algorytmu

w digafie G szukamy najtansza droge z s do t;

przez najtansza droge rozumiemy najkrotszg wzgledem funkcji
wagowej d;

przesylamy ta droga mozliwie najwigcej jednostek przeptywu;
jesli liczba przestanych jednostek przekracza F, to najtanszy
przeptyw zostat znaleziony 1 obliczenia sg przerywane;

jesli liczba przestanych jednostek jest mniejsza niz F, to
modyfikujemy odpowiednio siec;

powtarzamy powyzsze kroki dla zmodyfikowanej sieci;
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Modytikacja sieci

e dana jest sie¢ G, funkcje c¢,d oraz pewien przeptyw f,
e zmodyfikowana sie¢ ma identyczny zbior wierzchotkow 1 krawedzi,
jej nowe funkcje oznaczamy odpowiednio przez c’,d’,

Niech tuk (u,v) ma niezerowy przeptyw w sieci G. Wowczas:

1. c’(vu):=f(u,v) [dodanie ,,pozornego” tuku]

2. d’(vu) :=—-d(u,v)

3. c’(uv):=c(u,v)-fluv) jeshi f(v,u)=01 c(u,v) > f(u,v)
4. d’(u,v) :=du,v) jeshi f(v,u)=01 c(u,v) > f(u,v)
5. c’(u,v):=0 jeshi f(v,u)=01 c(u,v) = f{u,v)
6. d’(u,v) .=+ jesh f(v,u)=01 c(u,v) = f{u,v)

Uwaga Dalej piszac G’ mamy na mysli digraf G z funkcjami wagowymi ¢’,d’.



Algorytm Busackera 1 Gowena

procedure BG( G, ¢, d)
begin
G’ =G;
while (Ifl < F') and (istnieje droga z s do r w G’) do begin
znajdz najkrotsza sciezke P laczaca si1tw G';
if sciezka P nie istnieje then
,,koniec”’;
zmodyfikuj przeptyw f wykorzystujac P przesytajac maksymalng
liczb¢ jednostek wzdtuz P (jesli uzyskany przeptyw jest wigkszy
niz F, to przesytamy jedynie taka liczbg jednostek, ktéra daje
przeptyw o wartosci F;
wyznacz zmodyfikowang sie¢ G’;
end

end
Ztozono$¢: O(n?F)
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