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Szukanie drzew spinajacych o
minimalnej srednicy
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BEFS

Wejscie: graf G oraz dowolny wierzcholek s € V(G);
Wyjscie: drzewo spinajace, ktorego srednica jest minimalna.

Algorytm BreadthFirstSearch( G, s )
inicjalnie tylko wierzcholek s jest oznaczonys;
niech kolejka L zawiera s;
while L nie jest pusta do begin
v :=remove(L);
dla kazdego nieoznaczonego sasiada x wierzchotka v do begin
0ZNnacz Xx;
add(L,x)
dodaj krawedz {x,v} do drzewa BFS;
end;
end;
return znalezione drzewo BFS;
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Idea algorytmu

Rozwazmy procedurg, ktora dla kazdego wierzchotka v grafu G buduje
drzewo BFS biorac v w charakterze wierzchotka startowego s. Przez d
oznaczmy szukana minimalna Srednicg.

Lemat. Jesli T jest drzewem BFS 7 korzeniem s, to dla kazdego
wierzchotka v sciezka tqczqca s i v w T jest najkrotszq (w sensie liczby
krawedzi) sciezkq pomiedzy visw G.

Whniosek Jesli d jest parzyste, to istnieje drzewo BFS o srednicy d.
Uwaga Jesli d nie jest parzyste, to jest mozliwe, ze zadne 7 drzew BFS

nie ma srednicy d (patrz nastepny przyktad). Istnieje jednak drzewo BF'S
o srednicy d + 1.



Idea algorytmu

Przyktad

drzewo BFS drzewo o minimalnej srednicy

Whniosek Niech T bedzie drzewem BES o najmniejszej srednicy. Jesli d jest
nieparzyste, to T jest drzewem o minimalnej srednicy dla G. Jesli d jest
parzyste, to drzewo optymalne dla G ma srednice rownq d lub d — 1.

155



156

Idea algorytmu

Aby poradzi¢ sobie z przypadkami, gdy drzewo BFS o najkrotszej
srednicy ma Srednic¢ parzysta rozszerzamy nasz algorytm poprzez
wstawienie wierzchotka kolejno na kazdej krawedzi taczacej s z
najgiebszym poddrzewem 1 kolejne wywotanie BFS dla nowego
wierzchotka. Jesli wowczas BFS zwroci drzewo tej samej wysokosci co
przed podziatem, to udalto si¢ zredukowac srednice o 1.

7
.

Przyktad.




Algorytm

Algorytm MinimumDiameterSpanningTree( G )
for each v € V(G) do begin
T := BreadthFirstSearch( G, v );
if diam(7) mod 2 =0 then
for each potomek u wierzcholtka v w T, tz. wysokos¢ poddrzewa
zakorzenionego w u jest rowna diam(7)/2 — 1 do begin
wstaw wierzchotek w na krawedzi {u,v};
T := BreadthFirstSearch( G, w );
end;
end;
return drzewo o najkroétszej srednicy sposrod wszystkich drzew T
wyznaczonych podczas dziatania algorytmu;
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Szukanie drzew spinajacych o
minimalnym stopniu
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Szkic algorytmu

e Sformutowanie problemu: dany jest graf prosty G, znajdz drzewo
spinajace T, ktérego maksymalny stopien A(7T) jest najmniejszy
mozliwy sposréd stopni wszystkich drzew spinajacych. Przez A"
oznaczamy szukany minimalny stopien.

e Zle wiesci: problem jest NP-trudny.

e 7z powyzszego powodu ograniczamy si¢ do podania algorytmu
przyblizonego

Algorytm MinumumDegreeSpanningTree( G )
niech T begdzie dowolnym drzewem spinajacym G;
while {u,v} € E(G) and S$ciezka P taczaca u,v w T zawiera wierzcholek
y taki, ze deg(y) > max{ degu), deg(v) } + 1 do begin
dodaj {u,v} do T;
usun dowolng z krawedzi incydentng do w 1 nalezaca do P;
end;
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Oszacowanie dolne

Tw. Niech G bedzie grafem prostym oraz niech W bedzie dowolnym
podzbiorem V(G). Jesli G — W posiada k sktadowych spojnosci, to

A*ZIWH_k_l.
W |

Dowodd: Wierzchotki w zbiorze W oraz podgrafy w G — W traktujemy
jako sktadowe spojnosci, ktorych jest IWl + k. Skoro graf G jest spojny,
potrzebujemy co najmniej [IWl + k — 1 krawedzi, aby ‘spiac’ te sktadowe
spojnosci. Kazda z tych krawedzi jest incydentna do pewnego
wierzchotka z W, wigc suma stopni wierzchotkow z W wynosi co
najmniej |Wl + k£ — 1. Zatem Srednia wartos¢ stopnia wierzchotka w W to

| W | +k —1
Wl

wigc istnieje wierzchotek w W o co naymniej takim stopniu. W kazdym
drzewie spinajacym k nie moze by¢ mniejsze, bo konczy dowdd.
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Pomocniczy lemat

Def. Jesli T jest drzewem, to niech S; oznacza podzbidr wierzchotkow,
ktorych stopien w 7'wynosi co najmniej i.

Lemat Niech T, A bedq odpowiednio drzewem spinajqcym znalezionym
przez nasz algorytm oraz stopniem tego drzewa. Istnieje indeks i 7 zakresu
A —logyn,..., A taki, ze | S, |1 <2IS].

Dowod: Mamy, ze IS,| = 1. Przypu$émy, Ze teza nie zachodzi. Wéwczas

(<. < Sactl _1Saa ! <|SA—log2n|:|SA—log2n|
= PA 4 2log2n n

skad dostajemy RS, |
—10go7 n

co nie jest mozliwe, gdyz zbiory S, sa podzbiorami V(7).
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Oszacowanie gorne

ponizej zaktadamy, ze indeks i jest dobrany w taki sposob, aby
spetniat teze poprzedniego lematu;

zmierzamy do podania gérnego oszacowania na A wyrazonego jako
funkcja A™ oraz n;

ponizej przez stopnie dotycza drzewa T oraz wszystkie krawedzie o
ktorych mowa to elementy E(7);

zauwazmy, ze suma stopni wierzchotkoOw w S; wynosi co najmnie]
ISl

pomigdzy wierzchotkami w S, jest co naywyzej 2(1 S| — 1) krawedzi;
oznacza to, ze krawe¢dzi o jednym ‘koncu’ w zbiorze S, jest co
najmniej IS, - 2(1S,| - 1);

jesli usuniemy wierzcholki w S, z drzewa T to otrzymamy co najmniej
IS, —3(1S,1 — 1) sktadowe spojnosci;



163

Oszacowanie gorne

zauwazmy, ze kazda Sciezka zawarta w G 1 taczaca dowolne dwie
sktadowe spojnosci T — §; zawiera wierzcholek o stopniu i — 1, gdyz w
przeciwnym razie warunek p¢tli while algorytmu nie jest fatszywys;
oznacza to, ze G — S, _, zawiera co najmniej ilS;| — 3(1S, — 1) sktadowe
SpOJnosci;

uzyjemy wczesniejszego lematu przyymujac S; | w charakterze zbioru
Woraz ilS|—3(1S,| — 1) jako liczbg k:

A s 1S 1418 1=3)+3-1
1S4 |
= 1+ (i -3) 5
1S, 4|
> 1+(i—3)l
- 2
i—1

2
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Oszacowanie gorne

e otrzymali$my zatem A" > (i — 1)/2;

e 1indeks i byt dobrany tak, ze i 2 A — log,n;

e podstawiajac mamy

> A—-log, n—1
2

A*

2

co ostatecznie daje twierdzenie:

Tw. Algorytm MinumumDegreeSpanningTree dla dowolnego grafu G
znajduje jego drzewo spinajqce o stopniu A takim, Ze

A<2A +logy n+l,

gdzie A" to szukana wartos¢ optymalna.



