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Szukanie drzew spinaj�cych o 
minimalnej �rednicy
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BFS

Wej�cie: graf G oraz dowolny wierzchołek s ∈ V(G);
Wyj�cie: drzewo spinaj�ce, którego �rednica jest minimalna.

Algorytm BreadthFirstSearch( G, s )
inicjalnie tylko wierzchołek s jest oznaczony;
niech kolejka L zawiera s;
while L nie jest pusta do begin

v := remove(L);
dla ka�dego nieoznaczonego s�siada x wierzchołka v do begin

oznacz x;
add(L,x)
dodaj kraw�d� {x,v} do drzewa BFS;

end;
end;
return znalezione drzewo BFS;
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Idea algorytmu
Rozwa�my procedur�, która dla ka�dego wierzchołka v grafu G buduje 
drzewo BFS bior�c v w charakterze wierzchołka startowego s. Przez d
oznaczmy szukan� minimaln� �rednic�.

Lemat. Je�li T jest drzewem BFS z korzeniem s, to dla ka�dego 
wierzchołka v �cie�ka ł�cz�ca s i v w T jest najkrótsz� (w sensie liczby 
kraw�dzi) �cie�k� pomi�dzy v i s w G.

Wniosek Je�li d jest parzyste, to istnieje drzewo BFS o �rednicy d.

Uwaga Je�li d nie jest parzyste, to jest mo�liwe, �e �adne z drzew BFS
nie ma �rednicy d (patrz nast�pny przykład). Istnieje jednak drzewo BFS 
o �rednicy d + 1.
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Idea algorytmu
s

Przykład

drzewo BFS drzewo o minimalnej �rednicy

Wniosek Niech T b�dzie drzewem BFS o najmniejszej �rednicy. Je�li d jest
nieparzyste, to T jest drzewem o minimalnej �rednicy dla G. Je�li d jest 
parzyste, to drzewo optymalne dla G ma �rednic� równ� d lub d – 1.
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Idea algorytmu
Aby poradzi� sobie z przypadkami, gdy drzewo BFS o najkrótszej 
�rednicy ma �rednic� parzyst� rozszerzamy nasz algorytm poprzez 
wstawienie wierzchołka kolejno na ka�dej kraw�dzi ł�cz�cej s z 
najgł�bszym poddrzewem i kolejne wywołanie BFS dla nowego 
wierzchołka. Je�li wówczas BFS zwróci drzewo tej samej wysoko�ci co 
przed podziałem, to udało si� zredukowa� �rednic� o 1.

Przykład.
s
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Algorytm

Algorytm MinimumDiameterSpanningTree( G )
for each v ∈ V(G) do begin

T := BreadthFirstSearch( G, v );
if diam(T) mod 2 = 0 then

for each potomek u wierzchołka v w T, t�. wysoko�� poddrzewa
zakorzenionego w u jest równa diam(T)/2 – 1 do begin

wstaw wierzchołek w na kraw�dzi {u,v};
T := BreadthFirstSearch( G, w );

end;
end;
return drzewo o najkrótszej �rednicy spo�ród wszystkich drzew T

wyznaczonych podczas działania algorytmu;
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Szukanie drzew spinaj�cych o 
minimalnym stopniu
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Szkic algorytmu
• Sformułowanie problemu: dany jest graf prosty G, znajd� drzewo 

spinaj�ce T, którego maksymalny stopie� ∆(T) jest najmniejszy 
mo�liwy spo�ród stopni wszystkich drzew spinaj�cych. Przez ∆*

oznaczamy szukany minimalny stopie�.
• Złe wie�ci: problem jest NP-trudny.
• z powy�szego powodu ograniczamy si� do podania algorytmu 

przybli�onego

Algorytm MinumumDegreeSpanningTree( G )
niech T b�dzie dowolnym drzewem spinaj�cym G;
while {u,v} ∈ E(G) and �cie�ka P ł�cz�ca u,v w T zawiera wierzchołek 

y taki, �e degT(y) > max{ degT(u), degT(v) } + 1 do begin
dodaj {u,v} do T;
usu� dowoln� z kraw�dzi incydentn� do w i nale��c� do P;

end;
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Oszacowanie dolne
Tw. Niech G b�dzie grafem prostym oraz niech W b�dzie dowolnym 
podzbiorem V(G). Je�li G – W posiada k składowych spójno�ci, to

Dowód: Wierzchołki w zbiorze W oraz podgrafy w G – W traktujemy 
jako składowe spójno�ci, których jest |W| + k. Skoro graf G jest spójny, 
potrzebujemy co najmniej |W| + k – 1 kraw�dzi, aby ‘spi��’ te składowe 
spójno�ci. Ka�da z tych kraw�dzi jest incydentna do pewnego 
wierzchołka z W, wi�c suma stopni wierzchołków z W wynosi co 
najmniej |W| + k – 1. Zatem �rednia warto�� stopnia wierzchołka w W to

wi�c istnieje wierzchołek w W o co najmniej takim stopniu. W ka�dym 
drzewie spinaj�cym k nie mo�e by� mniejsze, bo ko�czy dowód.
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Pomocniczy lemat
Def. Je�li T jest drzewem, to niech Si oznacza podzbiór wierzchołków, 
których stopie� w T wynosi co najmniej i.

Lemat Niech T, ∆ b�d� odpowiednio drzewem spinaj�cym znalezionym 
przez nasz algorytm oraz stopniem tego drzewa. Istnieje indeks i z zakresu
∆ – log2n,..., ∆ taki, �e | Si – 1 | ≤ 2|Si|.
Dowód: Mamy, �e |S∆| ≥ 1. Przypu��my, �e teza nie zachodzi. Wówczas

sk�d dostajemy

co nie jest mo�liwe, gdy� zbiory Si s� podzbiorami V(T).
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Oszacowanie górne
• poni�ej zakładamy, �e indeks i jest dobrany w taki sposób, aby 

spełniał tez� poprzedniego lematu;
• zmierzamy do podania górnego oszacowania na ∆ wyra�onego jako 

funkcja ∆* oraz n;
• poni�ej przez stopnie dotycz� drzewa T oraz wszystkie kraw�dzie o 

których mowa to elementy E(T);
• zauwa�my, �e suma stopni wierzchołków w Si wynosi co najmniej 

i|Si|;
• pomi�dzy wierzchołkami w Si jest co najwy�ej 2(| Si| – 1) kraw�dzi;
• oznacza to, �e kraw�dzi o jednym ‘ko�cu’ w zbiorze Si jest co 

najmniej i|Si| – 2(|Si| – 1);
• je�li usuniemy wierzchołki w Si z drzewa T to otrzymamy co najmniej 

i|Si| – 3(|Si| – 1) składowe spójno�ci;
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Oszacowanie górne
• zauwa�my, �e ka�da �cie�ka zawarta w G i ł�cz�ca dowolne dwie 

składowe spójno�ci T – Si zawiera wierzchołek o stopniu i – 1, gdy� w 
przeciwnym razie warunek p�tli while algorytmu nie jest fałszywy;

• oznacza to, �e G – Si – 1 zawiera co najmniej i|Si| – 3(|Si| – 1) składowe 
spójno�ci;

• u�yjemy wcze�niejszego lematu przyjmuj�c Si – 1 w charakterze zbioru 
W oraz  i|Si| – 3(|Si| – 1) jako liczb� k:
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Oszacowanie górne
• otrzymali�my zatem ∆* ≥ (i – 1)/2;
• indeks i był dobrany tak, �e i ≥ ∆ – log2n;
• podstawiaj�c mamy

co ostatecznie daje twierdzenie:

Tw. Algorytm MinumumDegreeSpanningTree dla dowolnego grafu G 
znajduje jego drzewo spinaj�ce o stopniu ∆ takim, �e

gdzie ∆* to szukana warto��optymalna.
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