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Drzewa spinaj�ce

• podstawowe definicje
• minimalne drzewa spinaj�ce:

– algorytm Prima
– algorytm Kruskala
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Drzewa spinaj�ce

Def. Niech G b�dzie grafem spójnym o n wierzchołkach. Drzewo spinaj�ce
grafu G to dowolny jego n-wierzchołkowy podgraf b�d�cy drzewem. Je�li 
G jest niespójny, to powy�szy podgraf nazywamy lasem spinaj�cym.

Def. Liczba cyklomatyczna grafu G to liczba kraw�dzi, których usuni�cie z 
G prowadzi do utworzenia drzewa (lasu) spinaj�cego i jest oznaczana 
symbolem  γ(G).

Przykłady γ(T) = 0,   T – drzewo,
γ(L) = 0, L – las,
γ(U) = 1,    U – graf jednocykliczny,
γ(Kn) = n (n – 1)/2 – n + 1,
γ(Wn) = n – 1.
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Drzewa spinaj�ce
Tw. Dla dowolnego grafu G o k składowych spójno�ci zachodzi

γ(G) = m – n + k.

Dowód: Rozwa�my najpierw przypadek, gdy G jest spójny. Wiadomo, �e 
n wierzchołkowe drzewo ma n – 1 kraw�dzi. Aby w grafie G znale��
podgraf b�d�cy drzewem spinaj�cym, usuwamy wszystkie kraw�dzie, z 
wyj�tkiem tych n – 1, co oznacza, �e musimy usun�� m – n + 1 kraw�dzi.

Załó�my teraz, �e G nie jest spójny. Wówczas G = G1 ∪ ... ∪ Gk, dla 
pewnego k > 1. Mo�emy zało�y�, �e ka�dy podgraf Gi jest spójny. 
Udowodnili�my powy�ej, �e γ(Gi) = mi – ni + 1, dla ka�dego i = 1, ... ,k, 
gdzie ni = |V(Gi)|, mi = |E(Gi)|. Dodaj�c równania stronami otrzymujemy:

γ(G1) + ... + γ(Gk)  = (m1+ ... + mk ) – (n1+ ... + nk ) + k = m – n + k,

co ko�czy dowód, gdy� γ(G) = γ(G1) + ... + γ(Gk).
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Baza cykli
Def Niech T b�dzie lasem spinaj�cym grafu G. Fundamentalny zbiór cykli
(baza cykli) jest to zbiór γ(G) ró�nych cykli grafu G taki, �e ka�dy cykl do 
niego nale��cy powstał przez dodanie pewnej kraw�dzi ze zbioru E(G)\E(T).

Przykład Dwa fundamentalne zbiory cykli pewnego grafu, uzyskane za 
pomoc� ró�nych drzew spinaj�cych T1 i T2.

G T1 baza cykli dla T1
T2 baza cykli dla T2
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Minimalne drzewa spinaj�ce

Niech b�dzie dany graf G. Zakładamy, �e z ka�d� kraw�dzi� ei ∈ E(G) 
jest skojarzona pewna liczba nieujemna, b�d�ca wag� tej kraw�dzi. 
Rozwa�amy problem szukania drzewa spinaj�cego którego suma wag 
kraw�dzi jest minimalna. Przykładem rozwi�zania dla tego problem jest 
algorytm Prima o zło�ono�ci O(n2).

Procedure Prim( G, s )
begin

T = ( { vi,vj}, {{vi,vj}} ), gdzie {vi,vj} jest kraw�dzi� o
najmniejszej wadze;

while n(T) < n(G) do begin
znajd� najkrótsz� kraw�d� {u,v} tak�, �e u ∈ V(T) oraz v ∉V(T);
T := T ∪ {u,v};

end
end
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Minimalne drzewa spinaj�ce
Procedure Prim( G, s )
begin

T = ( { vi,vj}, {{vi,vj}} ), gdzie {vi,vj} jest kraw�dzi� o
najmniejszej wadze;

while n(T) < n(G) do begin
znajd� najkrótsz� kraw�d� {u,v} tak�, �e u ∈ V(T) oraz v ∉V(T);
T := T ∪ {u,v};

end
end
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Minimalne drzewa spinaj�ce

Procedure Kruskal( G, s )
begin

posortuj kraw�dzie e1, ... , em niemalej�co wg wag;
T = ∅; 
i := 1;  j := 0;
repeat

if ei nie tworzy cyklu w T  then begin
T := T ∪ {ei};
j := j + 1;

end;
i := i + 1;

until j = n – 1
end

Algorytm Kruskala jest drugim przykładem efektywnego szukania 
minimalnego drzewa spinaj�cego. Zło�ono�� tego algorytmu to O(m log(m)).
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Minimalne drzewa spinaj�ce
Procedure Kruskal( G, s )
begin

posortuj kraw�dzie e1, ... , em niemalej�co wg wag;
T = ∅; 
i := 1;  j := 0;
repeat

if ei nie tworzy cyklu w T  then begin
T := T ∪ {ei};
j := j + 1;

end;
i := i + 1;

until j = n – 1
end
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Przybli�one algorytmy dla 
problemu komiwoja�era

• rozwa�amy problem komiwoja�era   
dla grafów „z nierówno�ci� trójk�ta”

• DFS – procedura pomocnicza
• algorytmy:

- algorytm 2-przybli�ony
- algorytm Christofidesa
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Algorytm DFS
Procedure DFS( G, v )
begin

odwied� wierzchołek v;
for ka�dy nieodwiedzony s�siad u wierzchołka v do

DFS(G,u);
end

Przykład Działanie 
procedury w przypadku 
drzewa (wywołanie 
DFS(T,r) )

r1

2

3 4

5 6

7 8

9

10 11 12

13

14
15

16



112

Algorytm 2-przyblizony
Procedure A( G )
begin

znajd� minimalne drzewo spinaj�ce T grafu G;
DFS(T,v), gdzie v jest dowolnym wierzchołkiem drzewa T;
je�li v1,...,vn s� kolejnymi odwiedzonymi wierzchołkami, to utwórz cykl 

Hamiltona nast�puj�co: v1→v2 →...→ vn – 1 → vn → v1.
return C;

end

Przykład

1) Załó�my, �e znaleziono nast�puj�ce 
drzewo spinaj�ce pewnego grafu 
pełnego G
2) kolejno�� odwiedzania 
wierzchołków przez DFS

3) wyznaczamy cykl Hamiltona
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Algorytm 2-przyblizony

Oznaczenia:  W(H) = Σe∈E(H) w(e),  gdzie H jest podgrafem G.
Co – najkrótszy cykl Hamiltona w grafie G.
To – najl�ejsze drzewo spinaj�ce grafu G.

Tw. Dla algorytmu A zachodzi  W(A(G))/W(Co)<2.
Dowód: Mamy oszacowanie: W(To) < W(Co).

Z nierówno�ci trójk�ta wynika, �e W(A(G)) ≤ 2W(To).
St�d
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Algorytm Christofidesa
Jest to przykład suboptymalnego algorytmu dla problemu komiwoja�era.

– jak poprzednio, G jest grafem pełnym z obci��onymi kraw�dziami
– czas działania algorytmu to O(n3)
– długo�� znalezionego cyklu (suma wag jego kraw�dzi) jest co najwy�ej

1.5 razy dłu�sza od długo�ci najkrótszego cyklu

Procedure Christofides( G )
begin

znajd� minimalne drzewo spinaj�ce To grafu G;
znajd� zbiór Vodd w�złów nieparzystego stopnia w drzewie To;
znajd� w Vodd minimalne skojarzenia dokładne Mo

odd;
znajd� cykl Eulera w podgrafie indukowanym przez To ∪ Mo

odd;
przekształ� cykl Eulera w cykl Hamiltona Cch w grafie pełnym;

end
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Oszacowanie dolne

Lemat W(To) < W(Co)
Dowód: Niech e b�dzie dowoln� kraw�dzi� cyklu Co. Podgraf Co – e

jest �cie�k� oraz jest równie� pewnym drzewem spinaj�cym 
grafu G. St�d otrzymujemy :

W(Co) > W(Co – e) ≥ W(To). 

Oznaczenia: Co – najkrótszy cykl Hamiltona w obci��onym grafie G
To – minimalne drzewo spinaj�ce grafu G
W(H) = Σe∈E(H) w(e),  gdzie H jest podgrafem G.

Poni�ej podamy pewne oszacowania dotycz�ce długo�ci optymalnej 
trasy komiwoja�era, które b�d� potrzebne podczas analizy algorytmu.
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Oszacowanie dolne

Lemat W(Mo) ≤ W(Co)/2
Dowód: Niech M1 oraz M2 b�d� podzbiorami kraw�dzi cyklu Co

trawersowanymi w odpowiednio parzystych i nieparzystych krokach.
Bez utraty ogólno�ci mo�emy zało�y�, �e W(M1) ≤ W(M2). Z 
równo�ci

W(M1) + W(M2) = W(Co)
2W(M1) ≤ W(M1) + W(M2)

wynika, �e
W(M1) ≤ W(Co)/2.

Po uwzgl�dnieniu, �e W(Mo) ≤ W(M1) otrzymujemy tez�.

Oznaczenia: Co – najkrótszy cykl Hamiltona w obci��onym grafie G
Mo – minimalne skojarzenia dokładne grafu G
W(H) = Σe∈E(H) w(e),  gdzie H jest podgrafem G.
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Algorytm Christofidesa

Lemat Je�li G spełnia nierówno��trójk�ta, to W(Cch) ≤ 3W(Co)/2
Dowód: W poprzednich lematach wykazali�my, �e

W(To) < W(Co)  oraz W(Mo
odd) ≤ W(Co

odd)/2.
Z nierówno�ci W(Co

odd) ≤ W(Co) wynika, �e W(Mo
odd) ≤ W(Co)/2.

Z faktu, �e G spełnia nierówno�� trójk�ta wynika, �e W(Cch) ≤ W(CE).
Ł�cz�c powy�sze nierówno�ci otrzymujemy:

W(Cch) ≤ W(CE) = W(To) + W(Mo
odd) < W(Co) + W(Co)/2 = 3W(Co)/2.

Oznaczenia: To – najl�ejsze drzewo spinaj�ce grafu G
Vo

odd – wierzchołki o nieparzystym stopniu w T
Mo

odd – minimalne skojarzenia dokładne w Vo
odd

Co
odd – najkrótszy cykl Hamiltona w grafie induk. przez Vo

odd

Co – najkrótszy cykl Hamiltona w obci��onym grafie G
Cch – cykl znaleziony przez alg. Christofidesa
CE – cykl Eulera w grafie ( V(G), E(To)∪E(Mo

odd) )
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Algorytm Christofidesa
Uwaga Istniej� grafy, dla których współczynnik W(Cch)/W(Co) mo�e 
przyjmowa� warto�� dowolnie blisk� 3/2.
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