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Drzewa spinajace

e podstawowe definicje

 minimalne drzewa spinajace:
— algorytm Prima

— algorytm Kruskala



Drzewa spinajace

Def. Niech G bedzie grafem spdjnym o n wierzchotkach. Drzewo spinajqce
grafu G to dowolny jego n-wierzchotkowy podgraf bedacy drzewem. Jesli
G jest niespOjny, to powyzszy podgraf nazywamy lasem spinajgcym.

Def. Liczba cyklomatyczna grafu G to liczba krawedzi, ktorych usunigcie z
G prowadzi do utworzenia drzewa (lasu) spinajacego i jest oznaczana
symbolem Y(G).

Przyktady Y(T)=0, T-drzewo,
v(L)=0, L-]las,
Y(U)=1, U - graf jednocykliczny,
YK)=nn-1)/2-n+1,
YW,)=n-1.
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Drzewa spinajace

Tw. Dla dowolnego grafu G o k sktadowych spéjnosci zachodzi
YG)=m—n + k.

Dowadd: Rozwazmy najpierw przypadek, gdy G jest spéjny. Wiadomo, ze
n wierzchotkowe drzewo ma n — 1 krawedzi. Aby w grafie G znalez¢
podgraf bedacy drzewem spinajacym, usuwamy wszystkie krawedzie, z
wyjatkiem tych n — 1, co oznacza, ze musimy usuna¢ m —n + 1 krawedzi.

Zalézmy teraz, ze G nie jest spojny. Wowczas G = G, U ... U G, dla
pewnego k > 1. Mozemy zalozy¢, ze kazdy podgraf G, jest spOjny.
UdowodniliSmy powyzej, ze Y(G,) =m, —n, + 1, dla kazdego i = 1, ... )k,
gdzie n, = |IV(G))|, m; = |E(G,)|. Dodajac rOwnania stronami otrzymujemy:

YG)+...+YG) =(m+...+m)—-(n+...+n )+k=m—n+k,

co konczy dowad, gdyz y(G) =Y(G,) + ... + Y(GY).



Def Niech T bedzie lasem spinajacym grafu G. Fundamentalny zbior cykli
(baza cykli) jest to zbior Y(G) r6znych cykli grafu G taki, ze kazdy cykl do
niego nalezacy powstat przez dodanie pewnej krawedzi ze zbioru E(G)\E(T).

Przyktad Dwa fundamentalne zbiory cykli pewnego grafu, uzyskane za

Baza cykli

pomoca roznych drzew spinajacych 7', 1 7.

® O ] ® ® O ® O ]
*—o o ® I—I U
*—o o ®
*—o o ® *—=0
*—o o ® *—=0
o—o o [ ] g o 0—/0
G T baza cykli dla T,

*—=o

*—=o

baza cykli dla 7,

105



Minimalne drzewa spinajace

Niech bedzie dany grat G. Zaktadamy, ze z kazda krawedzig e; € E(G)
jest skojarzona pewna liczba nieujemna, bedaca waga tej krawedzi.
Rozwazamy problem szukania drzewa spinajacego ktorego suma wag

krawedzi jest minimalna. Przyktadem rozwigzania dla tego problem jest
algorytm Prima o ztozono$ci O(n?).

Procedure Prim( G, s )
begin
T'=({v,v}, {{vsv;}} ), gdzie {v,v;} jest krawgdzia o
najmniejszej wadze;
while n(7) < n(G) do begin
znajdz najkrotsza krawedz {u,v} taka, ze u € V(T) oraz v ¢ V(T);
T:=T u{uv};
end
end
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Minimalne drzewa spinajace

Procedure Prim( G, s )
begin
T=({wv}, {{viv;}}), gdzie {v,v;} jest krawedzia o

najmniejszej wadze;
while n(7T) < n(G) do begin
= znajdz najkrotsza krawedz {u,v} taka, ze u € V(T) oraz v ¢ V(T);

T:=T v {uv};

end
end
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Minimalne drzewa spinajace

Algorytm Kruskala jest drugim przyktadem efektywnego szukania
minimalnego drzewa spinajacego. Ztozonosc¢ tego algorytmu to O(m log(m)).

Procedure Kruskal( G, s )
begin
posortuj krawedzie e, ... , e, niemalejaco wg wag;
T =,
1:=1; j:=0;
repeat
if e, nie tworzy cyklu w 7' then begin
T:=T v {e};
j=j+ 1
end;
=1+ 1;
until j=n-1
end



109

Minimalne drzewa spinajace

Procedure Kruskal( G, s )
begin
posortuj krawedzie e, ... , e, niemalejaco wg wag;
T =,
i:=1; j:=0;
repeat

. if e; nie tworzy cyklu w 7' then begin
T:=T U {e};

j=j+ 1
end;
=1+ 1;

until j=n-1
end




Przyblizone algorytmy dla
problemu komiwojazera

e rozwazamy problem komiwojazera
dla grafow ,,z nierownoscia trojkata”
e DFS — procedura pomocnicza
e algorytmy:
- algorytm 2-przyblizony
- algorytm Christofidesa
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Algorytm DFS

Procedure DFS( G, v)
begin
odwiedz wierzchotek v;
for kazdy nieodwiedzony sasiad u wierzchotka v do
DFS(G,u);
end

Przykltad Dzialanie
procedury w przypadku
drzewa (wywotanie
DFS(Tr) )




112

Algorytm 2-przyblizony

Procedure A( G )
begin

znajdz minimalne drzewo spinajace T grafu G;

DFS(T,v), gdzie v jest dowolnym wierzchotkiem drzewa T,

jesli vy,...,v, sa kolejnymi odwiedzonymi wierzchotkami, to utworz cykl

Hamiltona nastgpujaco: v,—=v, >..=>v, = v, — V.

return C;

end

Przyktad

1) Zat6zmy, ze znaleziono nastepujace
drzewo spinajace pewnego grafu
pelnego G

2) kolejnos¢ odwiedzania
wierzcholkow przez DFS

3) wyznaczamy cykl Hamiltona
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Algorytm 2-przyblizony

Oznaczenia: W(H) = X gy wle), gdzie H jest podgrafem G.
C, — najkrotszy cykl Hamiltona w grafie G.
T, —najlzejsze drzewo spinajace grafu G.

Tw. Dla algorytmu A zachodzi W(A(G))/W(C,)<2.
Dowod: Mamy oszacowanie: W(T,)) < W(C,).
Z nierownosci trojkata wynika, ze W(A(G)) < 2W(T)).

Stad
W(AG) _2W({T,) - 2W(C,) _ )

W(C,) ~ W(C,)  WI(C,)




Algorytm Christofidesa

Jest to przyktad suboptymalnego algorytmu dla problemu komiwojazera.
— jak poprzednio, G jest grafem petnym z obcigzonymi krawedziami
— czas dziatania algorytmu to O(n?)
— dlugos¢ znalezionego cyklu (suma wag jego krawedzi) jest co najwyzej
1.5 razy dtuzsza od dtugosci najkrotszego cyklu

Procedure Christofides( G )
begin
znajdz minimalne drzewo spinajace T, grafu G;
znajdz zbiér V4 weztéw nieparzystego stopnia w drzewie 7 ;
znajdz w V°4d minimalne skojarzenia doktadne M °%;
znajdz cykl Eulera w podgrafie indukowanym przez T, U M 04,
przeksztal¢ cykl Eulera w cykl Hamiltona C,, w grafie pelnym;
end

114



115

Oszacowanie dolne

Ponizej podamy pewne oszacowania dotyczace diugosci optymalne;j
trasy komiwojazera, ktore beda potrzebne podczas analizy algorytmu.

Oznaczenia: C, — najkrotszy cykl Hamiltona w obcigzonym grafie G
T, — minimalne drzewo spinajace grafu G
W(H) = X g W(e), gdzie H jest podgratem G.

Lemat W(T)< W(C)

Dowod: Niech e bedzie dowolna krawedzia cyklu C,. Podgraf C, — e
jest sciezka oraz jest rOwniez pewnym drzewem spinajacym
grafu G. Stad otrzymujemy :

W(C,) > W(C, - e) > W(T,).
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Oszacowanie dolne

Oznaczenia: C, — najkrotszy cykl Hamiltona w obcigzonym grafie G
M, — minimalne skojarzenia doktadne grafu G
W(H) = X gy W(e), gdzie H jest podgratem G.

Lemat WM )< W(C)/2
Dowod: Niech M, oraz M, beda podzbiorami krawedzi cyklu C,
trawersowanymi w odpowiednio parzystych 1 nieparzystych krokach.
Bez utraty ogolnosci mozemy zatozy¢, ze W(M,) < W(M,). Z
rOwnosci
WM, + WM,) = W(C))
2WM,) = WM,) + W(M,)
wynika, ze
W(M,) < W(C)/2.
Po uwzglednieniu, ze W(M ) < W(M,) otrzymujemy tezg.



Algorytm Christofidesa

Oznaczenia: T, — najlzejsze drzewo spinajace grafu G
V edd — wierzchotki o nieparzystym stopniu w T
M 44 — minimalne skojarzenia doktadne w V ¢4
C o4 — najkrétszy cykl Hamiltona w grafie induk. przez V o4
C, —najkrotszy cykl Hamiltona w obcigzonym grafie G
C_, — cykl znaleziony przez alg. Christofidesa
Cp — cykl Eulera w grafie ( V(G), E(T,)UE(M °4) )

Lemat Jesli G spetnia nierownosc trojkqta, to W(C,,) < 3W(C,)/2
Dowod: W poprzednich lematach wykazaliSmy, ze
W(T ) < W(C,) oraz W(M ) < W(C )/2.
Z nier6wnos$ci W(C 4y < W(C,) wynika, ze W(M %) < W(C )/2.
Z taktu, ze G spetnia nierownos¢ trojkata wynika, ze W(C,,) < W(Cp).
Faczac powyzsze nierOwnosci otrzymujemy:

W(C,,) < W(Cp) = W(T,) + WM 24 < W(C,) + W(C,)/2 = 3W(C,)/2.
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Algorytm Christofidesa

Uwaga Istnieja grafy, dla ktorych wspotczynnik W(C,,)/W(C,)) moze
przyjmowac wartos¢ dowolnie bliska 3/2.

1) minimalne drzewo
spinajace

2) W(C.,) = 3n

3) rozwiazanie
optymalne 3W(C,)) =
2n + 1




