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• Algorytm wł�czania
• Heurystyki lokalnych poszukiwa�

Heurystyki dla (symetrycznego) 
problemu komiwoja�era
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Algorytm wł�czania

Szkic algorytmu:
• wybierz dowolny wierzchołek v0 grafu jako pocz�tkowy wierzchołek 

cyklu
• załó�my, �e został wyznaczony fragment cyklu zawieraj�cy wierzchołki  

v0,...,vk. W celu rozszerzenia takiego cz��ciowego rozwi�zania na (k+1)-
elementowy fragment cyklu wykonywane s� dwa kroki:

- krok wyboru: wybierz wierzchołek v spo�ród wierzchołków nie 
nale��cych do cyklu

- krok wł�czania: okre�l miejsce w dotychczas utworzonym 
fragmencie cyklu, w które nale�y wstawi� wierzchołek v

Uwaga Rozwa�amy problem komiwoja�era dla obci��onych grafów prostych
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Kryteria wyboru
Przykładowe kryteria stosowane podczas kroku wyboru to:

• wybór losowego wierzchołka spo�ród wierzchołków nie 
wł�czonych jeszcze do cyklu

• wierzchołek le��cy najbli�ej dotychczas zdefiniowanego fragmentu 
cyklu

• dla ka�dego wierzchołka wyznaczy� koszt jego wł�czenia do cyklu 
w najbardziej korzystnym dla niego miejscu i wybra� wierzchołek 
o minimalnym koszcie

• wybór wierzchołka znajduj�cego si� najdalej od cyklu

Uwagi:
• brak teoretycznych analiz porównuj�cych powy�sze podej�cia
• testy komputerowe wskazuj�, �e wł�czanie najdalszego wierzchołka 

okazuje si� by� technik� najskuteczniejsz� w praktyce
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Algorytm wł�czania
1) krok wyboru:

• w celu zwi�kszenia efektywno�ci wykorzystujemy tablic� d[1,...,n] 
tak�, �e d[i] jest najkrótsz� drog� z wierzchołka vi do fragmentu 
dotychczas utworzonego cyklu

• w kroku wyboru wybieramy wierzchołek v, któremu odpowiada 
najwi�ksza warto�� w tablicy d

• uaktualnienie tablicy d: dla ka�dego u, d[u] = min{d[u],w({u,v})}
2) krok wł�czania:

• obliczamy długo�� ka�dego z nast�puj�cych cz��ciowych rozwi�za�:

• wybieramy rozwi�zanie cz��ciowe o najmniejszym koszcie
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Pseudokod algorytmu
procedure FSTP( G, n );
begin

V(C) := {u}; E(C) := {{u,u}}; len := 0;
for each v ≠ u do

d[v] := w({u,v});
while V(C) ≠ V(G) do begin

v – wierzchołek o najwi�kszej warto�ci d spo�ród V(G)\V(C);
min := +∞;

for each {x,y} ∈ E(C) do
if w({x,v}) + w({v,y}) – w({x,y}) < min then begin

min := w({x,v}) + w({v,y}) – w({x,y});
{x’,y’} := {x,y};

end;
for each z ∈ V(G)\V(C) do

d[z] := min{d[z], w({v,z});
len := len + w({x’,v}) + w({v,y’}) – w({x’,y’});

end
end

Zmienne:
G – obci��ony graf prosty
n – rz�d grafu G
u – dowolny wierzchołek 

grafu G
len – długo��  

znalezionego cyklu
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Przykład
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1) len = 0
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Przykład c.d.

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

∞
∞

∞
∞

∞

=

21152742
2163128
1564416
27314411
42281611

e

d

c

b

a
e  d  c  b  a

M

4) len = 87 [ ]00600=d

edcba

28 21a d e b27

28 21a d e b27 c44
len = 136

28 21a d e c15 b44
len = 119

28 6a d c e15 b27
len = 87

16 6a c d e21 b27
len = 81

Ostatecznie: len = 81
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Heurystyki lokalnych 
poszukiwa� – algorytmy

r-optymalne
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Algorytm 2-opt
• Załó�my, �e mamy pewien cykl komiwoja�era C dla grafu G zło�ony z 

kraw�dzi e1,...,en
• wybieramy dwie kraw�dzie ei, ej, które nie s� s�siednie
• oznaczmy ei={u,v} oraz ej={w,x}
• cykl C przekształcamy w cykl C’ w taki sposób, �e

C’= (C\{ei,ej})∪{{u,w}, {v,x}},
gdzie wierzchołki u,w nale�� do ró�nych składowych podgrafu C\{ei,ej}

u v

x w

u v

x w
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Algorytm 2-opt

• przy oznaczeniach z poprzedniego slajdu mo�emy napisa�, �e koszt 
nowego cyklu C’ wynosi

w(C’) = w(C) – w({u,v}) – w({w,x}) + w({u,w}) + w({v,x})
• zatem, je�li  w({u,v}) + w({w,x}) > w({u,w}) + w({v,x}), to nowe 

rozwi�zanie jest lepsze od dotychczasowego
• w celu wyznaczenia cyklu C’ algorytm szuka takiej pary kraw�dzi 

ei,ej, aby maksymalnie obni�y� koszt nowego bie��cego rozwi�zania
• je�li zmniejszenie wagi cyklu C nie jest mo�liwe, to C jest 

rozwi�zaniem 2-optymalnym i algorytm ko�czy działanie
• powy�sza procedura przekształcania bie��cego cyklu C jest 

powtarzana dopóki mo�liwa jest redukcja wagi cyklu dzi�ki opisanej 
wcze�niej wymianie kraw�dzi
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Przykład
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Dana jest macierz s�siedztwa M
oraz bie��cym cyklem jest C = 
{{a,b}, {b,c}, {c,d}, {d,e}, {e,a}}.
Mamy w(C)=124.
Szukamy bie��cego cyklu dla 
kolejnej iteracji algorytmu:
a

b

cd

e

w(C’) = 147
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w(C’) = 105
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cd

e

w(C’) = 119

Zatem bie��cy cykl dla kolejnej iteracji zawiera kraw. {a,b},{b,e},{d,e},{c,d},{a,c}.
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Algorytm 3-opt
• algorytm 3-optymalny jest uogólnieniem algorytmu 2-optymalnego
• w danej iteracji usuwane s� trzy kraw�dzie x,y,z z cyklu C
• nast�pnie do cyklu dodawane s� trzy kraw�dzie e1, e2, e3 w taki sposób, 

aby graf  C’=(C\{x,y,z})∪{e1, e2, e3} tworzył cykl
• istnieje wiele mo�liwo�ci wyboru kraw�dzi e1, e2, e3
• algorytm zmiany bie��cego cyklu mo�na opisa� nast�puj�co:

d := +∞;
dla ka�dej mo�liwej trójki kraw�dzi x,y,z nale��cej do C:

dla wszystkich e1, e2, e3 t.�. (C\{x,y,z})∪{e1, e2, e3} tworzy cykl:
je�li w((C –{x,y,z})∪{e1, e2, e3}) < d to

d := w((C\{x,y,z})∪{e1, e2, e3});
je�li w(C) > d to utwórz nowy bie��cy cykl C; (*)

• algorytm ko�czy działanie, gdy warunek (*) jest fałszywy
• je�li w-k (*) jest spełniony, to podane kroki s� powtarzane dla nowego cyklu
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8 mo�liwo�ci uzupełnienia zbioru 
C\{x,y,z} do cyklu

x

yz
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Algorytm r-opt

• w ka�dej iteracji usuwamy r łuków (ich zbiór oznaczmy przez A) z 
bie��cego cyklu C
• do zbioru dróg C – A dodajemy r łuków (zbiór dodanych łuków 
oznaczmy przez B
• w ka�dej iteracji badamy wszystkie dopuszczalne zbiory A i B i 
wybieramy takie rozwi�zanie, �e w((C\A)∪B) jest minimalne
• przez dopuszczalne zbiory rozumiemy takie, �e (C\A)∪B jest cyklem

Uwaga Rozwi�zanie r-opt jest równie� rozwi�zaniem (r – 1)-optymalnym.
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Efektywno��
• liczba mo�liwych wyborów kraw�dzi A wynosi
• zbiór C\A mo�na uzupełni� do cyklu na sposobów
• zło�ono�� całego algorytmu wynosi zatem 
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Uwagi:
• w praktyce algorytm 3-opt okazuje si� du�o lepszy ni� 2-opt, jednak 
algorytm 4-opt nie jest znacz�co lepszy ni� 3-opt
• wynik ko�cowy zale�y od wyboru cyklu pocz�tkowego – nie jest 
prawd�, �e lepszy cykl pocz�tkowy prowadzi do znalezienia lepszego 
rozwi�zania, jednak testy komputerowe wskazuj�, �e warto wybiera� jako 
punkt startowy dla algorytmu cykl o mo�liwie małej wadze


