
48

Obliczanie najkrótszych �cie�ek 
pomi�dzy wszystkimi parami 

wierzchołków
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Obliczanie najkrótszych �cie�ek 
metod� mno�enia macierzy

• problem: szukamy długo�ci najkrótszych �cie�ek pomi�dzy 
wszystkimi parami wierzchołków

• wykorzystanie metody programowania dynamicznego
• zwi�zek z problemem mno�enia macierzy
• pewne optymalizacje
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Rekurencyjna definicja 
rozwi�zania

Lemat Je�li v0,..., vl jest najkrótsz� �cie�k� ł�cz�c� v0 z vl, to 
pod�cie�ka vs,...,vt, gdzie  0≤s≤t≤l jest najkrótszym poł�czeniem 
pomi�dzy wierzchołkami vs i vt.

Oznaczenie:      - długo�� najkrótszej �cie�ki z i do j zawieraj�cej co najwy�ej 
m kraw�dzi. Wówczas:
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Algorytm
Wej�cie: macierz Dm współczynników           oraz macierz W opisuj�ca wagi wij
Wyj�cie: macierz Dm+1 współczynników 

m
ijd

1+m
ijd

procedure SearchShortestPaths( Dm, W )
begin

for i := 1 to n do
for j := 1 to n do begin

for k := 1 to n do

end
return Dm+1;

end
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Przykład
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Zwi�zek z mno�eniem macierzy

procedure SearchShortestPaths( Dm, W )
begin

for i := 1 to n do
for j := 1 to n do begin

for k := 1 to n do

end
return Dm+1;

end

procedure MatrixMultiplication( A, B )
begin

for i := 1 to n do
for j := 1 to n do begin

cij:= 0;
for k := 1 to n do

cij:= cij + aik · bkj;
end

return C;
end
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St�d notacja: Dm+1 = Dm·W
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Optymalizacje
Uwagi:
• (n – 1)-krotne wykonanie mno�enia wg. schematu

Dn – 1 = ( ... (((D0 ·W) · W) · W) ... ) · W
powoduje, �e czas działania algorytmu wynosi O(n4)

• Z punktu widzenia ko�cowego rozwi�zania istotna jest tylko macierz Dn – 1

• Zwi�kszenie wydajno�ci algorytmu uzyskuje si� poprzez rezygnacj� z 
obliczania wi�kszo�ci macierzy po�rednich Dk

Sposób post�powania:
• zamierzamy obliczy� macierz o numerze                       , która stanowi 

poprawne rozwi�zanie, gdy� Dk = Dn – 1 dla ka�dego k > n – 1
• wykonujemy k razy podnoszenie macierzy do kwadratu obliczaj�c 

tylko macierze o indeksach b�d�cych pot�gami 2:

D1 = W, D2 = D1·D1, D4= D2·D2, ..., 
czas działania takiego algorytmu to O(n3logn)

	 �)1log(2 −= nk

11 2 2 2 −−
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Algorytm Johnsona

• algorytm znajduje najkrótsze �cie�ki pomi�dzy wszystkimi 
parami wierzchołków

• algorytmy Dijkstry oraz Bellmana-Forda s� wykorzystywane 
jako podprogramy

• asymptotyczny czas działania to O(n2logn + nm), gdzie n i m to 
odpowiednio liczba wierzchołków oraz kraw�dzi grafu
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Zmiana funkcji wagowej
Uwaga Algorytm wywołuje algorytm Dijkstry dla ka�dego wierzchołka. 

Graf wej�ciowy mo�e zawiera� kraw�dzie o ujemnych wagach. Aby 
algorytm działał poprawnie modyfikowana jest funkcja wagowa w.

Nowa funkcja wagowa w’ musi spełnia� poni�sze własno�ci:
1. �cie�ka P jest najkrótszym poł�czeniem pomi�dzy wierzchołkami 

u,v przy funkcji wagowej w wtedy i tylko wtedy, gdy P jest 
najkrótsz� �cie�k� pomi�dzy u i v z funkcj� wagow� w’

2. w’(e) ≥ 0 dla ka�dej kraw�dzi e

Def. w’((u,v)) = w((u,v)) + h(u) – h(v)

Lemat Je�li P jest �cie�k� zło�on� z v0,...,vk, to w’(P) = w(P)+h(v0)–h(vk)
Dowód: 
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Zmiana funkcji wagowej
Lemat �cie�ka P zawieraj�ca wierzchołki v0,...,vk, jest najkrótsz� 

drog� z v0 do vk, przy funkcji wagowej w wtedy i tylko wtedy, gdy 
P jest najkrótsz� �cie�k� z  v0 do vk, przy f-cji wagowej w’.

Dowód: (�)  (implikacj� przeciwn� dowodzi si� analogicznie)
Dowodzimy implikacj� metod� nie wprost. Załó�my, �e istnieje inna 
�cie�ka P’ taka, �e w’(P’) < w’(P). Korzystaj�c z poprzedniego lematu

w(P’)+h(v0)–h(vk) = w’(P’) < w’(P) = w(P)+h(v0)–h(vk).
To oznacza, �e w(P’) < w(P) i prowadzi do sprzeczno�ci.

Lemat Graf G ma ujemny cykl przy funkcji wagowej w wtedy i tylko 
wtedy, gdy ma ujemny cykl przy funkcji w’.

Dowód:
Niech C b�dzie dowolnym cyklem w G zawieraj�cym wierzchołki 
v0,...,vk=v0. Wówczas: 

w’(C) = w(C) + h(v0) – h(vk) = w (C),
co ko�czy dowód.
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Konstrukcja funkcji h

Uwaga Celem jest dobranie takiej funkcji h, aby 
w’(e) ≥ 0 dla ka�dej kraw�dzi e. W tym celu 
tworzymy nowy graf G’ powstały z G poprzez 
dodanie wierzchołka s, z którego wychodzi łuk o 
wadze 0 do ka�dego innego wierzchołka grafu G.

s

00
0

0

Uwagi:
• G nie ma cykli o ujemnych wagach ⇔

G’ nie ma cykli o ujemnych wagach
• definiujemy, dla ka�dego wierzchołka v

h(v) = d(v) – długo�� najkrótszej
�cie�ki z s do v

• Własno��: h(v) ≤ h(u) + w((u,v)) dla wszystkich kraw�dzi (u,v)
• Definiujemy: w’((u,v)) = w((u,v)) + h(u) – h(v) ≥ 0
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Przykład

Rys. 1: Utworzenie grafu G’ 
poprzez dodanie wierzchołka s.
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Rys. 2: Wyznaczenie długo�ci 
najkrótszych �cie�ek z s do 
pozostałych wierzchołków za 
pomoc� alg. Bellmana-Forda.
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Rys. 3: Utworzenie funkcji 
wagowej w’ dla grafu G’ wg 
wzoru:

w’((u,v)) = w((u,v)) + d(u) – d(v) .
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Algorytm Johnsona
procedure Johnson( G )
begin

wyznacz graf G’;
if Bellamn-Ford( G’, w, s ) = false then

return false;
else begin

for each v ∈ V(G’) do
h(v) := d(v);  /* obliczone w algorytmie Bellmana-Forda */

for each (u,v) ∈ E(G’) do
w’((u,v)) := w((u,v)) + h(u) – h(v);

for each v ∈ V(G) do
Dijkstra( G, w’, v );
for each u ∈ V(G) do

d[u,v] := [dł. najkr. �cie�ki z v do u w G’] + h(v) – h(u);
end

end
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Przykład c.d.

Skonstruujemy jeden wiersz tablicy 
wyj�ciowej, mianowicie d[a,*], co 
odpowiada wykonaniu jednego obiegu 
odpowiedniej p�tli alg. Johnsona:

• wierzchołek a – kolor czerwony
• niebieskie etykiety – najkrótsza 

droga z wierzchołka a
• obliczone warto�ci dla grafu G’:

• po przekształceniu odwrotnym 
wynik dla G:
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Wyznaczyli�my wcze�nie funkcj� pomocnicz� h:


