Obliczanie najkrotszych sciezek
pomigdzy wszystkimi parami
wierzchotkow
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Obliczanie najkrotszych sciezek
metodq mnozenia macierzy

e problem: szukamy dtugosci najkrotszych Sciezek pomigdzy
wszystkimi parami wierzchotkow

e wykorzystanie metody programowania dynamicznego

e zwiazek z problemem mnozenia macierzy

e pewne optymalizacje
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Rekurencyjna definicja
rozwiazania

Lemat Jesliv,..., v, jest najkrotszq sciezkq tqczqcq vy z v, to
podsciezka v,...,v, gdzie 0<s<t<l jest najkrotszym polqczeniem
pomiedzy wierzchotkami v_iv..

Oznaczenie: d,-l}l - dtugosc¢ najkrotszej sciezki z i do j zawierajacej co najwyzej
m krawedzi. Wowczas:

g _ min(d}]”  min{d}; " +wy; :k=1,..,n}) i# ]
/ 0 i=j
dla m < n oraz

+oo [# ]

0
dij:{o C
1=1]



Algorytm

Wejscie: macierz D™ wspotczynnikow dl-]m oraz macierz W opisujaca wagi w;,
Wyjscie: macierz D! wspétczynnikow dl:’;”‘“

procedure SearchShortestPaths( D™, W)
begin
for i:=1tondo
for j:=1 to n do begin
d;1+l — dlzjn,
for k:=1tondo
df"™' =mind]", d}f +wy);
end
return D"1;

end
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/w1azek z mnozeniem macierzy

procedure SearchShortestPaths( D, W) procedure MatrixMultiplication( A, B )

begin begin
for i:=1tondo for i:=1tondo
for j:=1 to n do begin for j:=1 to n do begin
dl-’}”l = +-o0; ¢;:=0;
for k:=1tondo for k:=1tondo
df"™' =mind]", d}} +wy); Cji= Cj+ g by
end end
return D"1; return C;
end end

Stad notacja: D™ = D™ W
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Optymalizacje

Uwagi:
* (n— 1)-krotne wykonanie mnozenia wg. schematu
Di-1=(...(D°" W) - W)-W)..)- W
powoduje, ze czas dziatania algorytmu wynosi O(n*)
e Z punktu widzenia koncowego rozwiazania istotna jest tylko macierz D" ~!
o Zwigkszenie wydajnosci algorytmu uzyskuje si¢ poprzez rezygnacie z
obliczania wickszo$ci macierzy posrednich D¥

SposOb postepowania:

 zamierzamy obliczy¢ macierz o numerze k = ol log(n—1] , ktéra stanowi
poprawne rozwigzanie, gdyz D¥ = D"~ dla kazdego k> n — 1

* wykonujemy k razy podnoszenie macierzy do kwadratu obliczajac
tylko macierze o indeksach bg¢dacych potggami 2:

Dl = W’ D2 = Dl.Dl, D4= D2'D2, ceey DZ]( :l)2k_ll)2k_1

czas dziatania takiego algorytmu to O(n*logn)



Algorytm Johnsona

e algorytm znajduje najkrotsze sciezki pomigdzy wszystkimi
parami wierzchotkow

e algorytmy Dijkstry oraz Bellmana-Forda sa wykorzystywane
jako podprogramy

e asymptotyczny czas dziatania to O(n’logn + nm), gdzie n i m to
odpowiednio liczba wierzchotkOw oraz krawedzi grafu
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Zmiana funkcji wagowe]

Uwaga Algorytm wywotuje algorytm Dijkstry dla kazdego wierzchotka.
Graf wejsciowy moze zawiera¢ krawedzie o ujemnych wagach. Aby
algorytm dziatat poprawnie modyfikowana jest funkcja wagowa w.

Nowa funkcja wagowa w’ musi spetnia¢ ponizsze wlasnosci:
1. Sciezka P jest najkrotszym potaczeniem pomigdzy wierzchotkami
u,v przy funkcji wagowej w wtedy 1 tylko wtedy, gdy P jest
najkrotsza sciezka pomigedzy u 1 v z funkcja wagowa w’
2. w(e) 20 dlakazdej krawedzi e

Def. w((u,v)) = w((u,v)) + h(u) — h(v)

Lemat Jesli P ]est sciezkq Ziozoncz ZVgseesVp 10 W (P) = w(P)+h(vy)—h(v,)
Dowéd:
OWOE wi(p) = zw<v, V) = 2<w<vl V) R = h(v) =

= Z w(v,_1,v;) + h(vO) h(vy) =w(P)+h(vy)—h(v;)
1



Zmiana funkcji wagowe]

Lemat Sciezka P zawierajqca wierzchotki Vise-osVyo JESE NAJKTOLSZq
drogq z v, do v,, przy funkcji wagowej w wtedy i tylko wtedy, gdy
P jest najkrotszq sciezkq z v, do v,, przy f-cji wagowej w’.
Dowod: (=) (implikacj¢ przeciwnag dowodzi si¢ analogicznie)
Dowodzimy implikacj¢ metoda nie wprost. Zatdézmy, ze istnieje inna
sciezka P’ taka, ze w’(P’) < w’(P). Korzystajac z poprzedniego lematu
w(P’)+h(vy)-h(v,) =w’ (P’) < w (P) = w(P)+h(vy)—h(v,).
To oznacza, ze w(P’) < w(P) 1 prowadzi do sprzecznosci.

Lemat Graf G ma ujemny cykl przy funkcji wagowej w wtedy i tylko
wtedy, gdy ma ujemny cykl przy funkcji w’.
Dowod:
Niech C bgdzie dowolnym cyklem w G zawierajagcym wierzchotki
V- V=V, WOWCZaS:
W' (C) = w(C) + h(vg) = h(v) = w (O),
co konczy dowaod.
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Konstrukcja funkcii A

Uwaga Celem jest dobranie takiej funkcji &, aby o/
w’(e) 2 0 dla kazdej krawedzi e. W tym celu
tworzymy nowy graf G° powstaty z G poprzez
dodanie wierzchotka s, z ktérego wychodzi tuk o

wadze 0 do kazdego innego wierzchotka grafu G. @

Uwagi:
* G nie ma cykli o yyjemnych wagach <
G’ nie ma cykli o yjemnych wagach

 definiujemy, dla kazdego wierzchotka v
h(v) = d(v) — dlugos¢ najkrotsze;
sciezkiz s do v

* Wiasnos¢: h(v) < h(u) + w((u,v)) dla wszystkich krawedzi (u,v)

e Definiyjemy: w’((u,v)) = w((u,v)) + h(u) — h(v) 20
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Przyktad

Rys. 2: Wyznaczenie dlugosci Rys. 3: Utworzenie funkcji
Rys. 1: Utworzenie grafu G’ najkrotszych Sciezek z s do wagowej w’ dla grafu G* wg
poprzez dodanie wierzchotka s.  pozostatych wierzchotkow za WZOoru:

pomoca alg. Bellmana-Forda. w (u,v) = w((u,v)) + du) —d) .



Algorytm Johnsona

procedure Johnson( G )
begin
wyznacz graf G’;
if Bellamn-Ford( G’, w, s ) = false then
return false;
else begin
for each ve V(G’) do
h(v) :=d(v); /* obliczone w algorytmie Bellmana-Forda */
for each (u,v) € E(G’) do
w’ ((u,v)) :=w((u,v)) + h(u) — h(v);
for each v e V(G) do
Dijkstra( G, w’, v );
for each u € V(G) do
dlu,v] := [dl. najkr. sciezkizvdou w G’]| + h(v) — h(u);
end
end
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Wyznaczylismy wczes$nie funkcj¢ pomocnicza h:

a

b

C

d

e

Przykiad c.d.

J

h| O

0

-1

-3

-5

-3

Skonstruujemy jeden wiersz tablicy
wyjsciowe], mianowicie d[a,*], co
odpowiada wykonaniu jednego obiegu
odpowiedniej pethi alg. Johnsona:

» wierzcholek a — kolor czerwony

* niebieskie etykiety — najkrotsza

droga z wierzchotka a
e obliczone wartosci dla grafu G’:

a b ¢ d e f s
al0|8|8|8| 88|

* po przeksztalceniu odwrotnym

wynik dla G:
a b ¢ d e f

al 087|535
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