Szukanie najkrotszych drog z
jednym zrodiem
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Algorytm Dijkstry

Zatozenia:
e dany jest spojny graf prosty G z wagami na krawedziach
» waga w(e) dla kazdej krawedzi e jest nieujemna
* dany jest wyrd6zniony wierzchotek s

Wyjscie: dla kazdego wierzchotka v algorytm znajduje d[v], dlugosc¢
najkrotszej drogi z wierzchotka s do v. Przez dtugos¢ drogi
rozumiemy sume¢ wag krawedzi nalezacych do drogi.

Uwaga: Algorytm mozna tatwo zmodyfikowac tak, aby oprocz dlugosci
drogi wyznaczat krawe¢dzie do niej nalezace oraz tak, aby dziatat
w przypadku grafow skierowanych.



Pseudokod

Uwaga § jest pomocniczym zbiorem wierzchotkow (nazywany zbiorem
pewnosci). O wierzchotku v nalezacym do § wiadomo, ze jego etykieta d[v]
jest rowna dtugosci najkrotszej drogi z s do v.

Procedure Dijkstra(G, s)
begin
S:=0; d[s]=0;d[ v]=+cdlav #s;
for i := 1 to n do begin
znajdz v € V\S, posiadajacy minimalnag etykiete d[ v];
S=5u{v};
for kazdy sasiad u € V\S do begin
dl u] := min{d[ u], d[ v] + w({u,v}) };
end
end
end
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Przyktad

Procedure Dijkstra(G, s)
begin
mm) S:=0; ds]=0;d[v]=+cdlavs;
for i := 1 to n do begin

= znajdz v € W\S, o minimalnym d[ v];
S=5u{v};
for kazdy sasiad u € V\S do begin
d[ u] := min{d[ u], d[ v] + w({u,v}) };
end
end
end

Szukamy dtugosci najkrotszej drogi z s do t.

Elementy zbioru S oznaczamy kolorem
czerwonym.

Odpowiedz: najkrétsza droga z s do t ma dtugosc 16.
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Uwagi o implementacji

operacje ,,znajdz v € WV\S, o minimalnym d[ v]; S :=S U {v};” sa wykonywane
O(n) razy

operacja ,, d[ u] := min{d|[ ul, d[ v] + w({u,v}) };” jest wykonywana O(m) razy
do wydajnej implementacji wykorzystujemy kopiec binarny o tej wlasnosci, ze
klucz zapamigtany w danym wezle jest mniejszy od kluczy jego synow
elementami kopca sa wierzchotki WS, a klucze to liczby d[v]

w 0g0lnym przypadku czas budowy kopca to O(nlogn), lecz w algorytmie
Dijkstry (wykorzystujac fakt, ze inicjalnie wszystkie klucze, z wyjatkiem d[s]
sq 1dentyczne) czas ten jest liniowy

wyszukiwanie wierzchotka w zbiorze VAS o minimalnym kluczu, dzigki
wlasnosci kopca, moze by¢ wykonana w czasie stalym

usuni¢cie elementu o minimalnym kluczu (czyli instrukcja ,,§ := S U {v};”)
wymaga czasu O(log(IW\Sl)) = O(logn)

operacja ,, d[ u] := min{d[ ul, d[ vl + w({u,v}) };” wymaga czasu O(log(IV\S]))
ostatecznie, czas dzialania algorytmu Dijkstry to O((n+m)logn)
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Algorytm Bellmana-Forda

Wejscie: obciazony spojny digraf G.

Dozwolone ujemne wagi na krawedziach.

Algorytm stwierdza czy istnieje cykl o ujemnej sumie wag.
Jesli taki cykl istnieje, to algorytm zwraca informacj¢ o bt¢dzie
Jesli powyzszego cyklu nie ma, to algorytm znajduje dlugosci
najkrotszych drog ze zrodta s do wszystkich pozostatych
wierzchotkow grafu
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Szkic algorytmu

 algorytm szuka dtugosci najkrétszych drog z wyrdznionego wierzchotka s do
wszystkich pozostatych wierzchotkéw grafu

e dlugos¢ znalezionej drogi z s do v jest zapamigtana jako d[v]

* inicjalnie d[s] =0 oraz d[v] = +co dla s Zv

e gfdowna pe¢tla algorytmu jest wykonywana n — 1 razy

» kazdy przebieg gtéwnej petli polega na wykonaniu relaksacji kazdej krawedzi

 relaksacja krawedzi (u,v) jest zmniejszeniem oszacowania d[v] jesli wartos¢
dotychczas zapamigtana jest wigksza niz dlu] + w((u,v)), gdzie w((u,v)) to
waga krawedzi (u,v)

e po zakonczeniu obliczen w gtdwnej petli algorytmu nastepuje sprawdzenie
czy w digrafie istnieje cykl o ujemnej sumie wag, co jest realizowane poprzez
sprawdzenie czy mozna dokonac relaksacji dowolnej krawedzi

* jesli relaksacja jest mozliwa, to graf zawiera cykl o ujemnej sumie wag, co
oznacza, ze najkrotszych drog nie mozna obliczy¢

* jesli relaksacja nie jest mozliwa, to zapamigtane wartosci d[v] sa szukanymi
dtugosciami najkrétszych drog z s



Pseudokod

procedure Bellman-Ford( G, w, s )
begin
d[s] =0;
for each ve V(G)\{s} do
d[v] = +ox;
for i:=1ton—-1do
for each (u,v) e E(G) do
if d[u] + w((u,v)) < d[v] then
dlv] :=d[u] + w((u,v));
for each (u,v) e E(G) do
if d[u] + w((u,v)) <d[v] then
return false;
return frue;
end
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Przyktad

8 8
0
6 6
Rys. 1: Sytuacja po inicjalizacji. Rys. 2: Sytuacja po Rys. 3: Sytuacja po
wykonaniu petlidlai=1 wykonaniu petlidlai =2
8 8
0
6 6
5
Rys. 4: Sytuacja po Rys. 5: Sytuacja po Rys. 6: Sytuacja po

wykonaniu petli dla i = 3 wykonaniu petli dlai =4 wykonaniu petlidlai =35



Poprawnosc

Tw Jesli digraf G nie posiada ujemnych cykli osiqgalnych ze zrédta s, to

po zakonczeniu algorytmu Bellmana-Forda d[v] jest rowne dtugosci

najkrotszej sciezki z s do v dla kazdego wierzchotka v osiqgalnego z s.

Dowod:

 niech s=v,,...,v,=v bedzie najkrotsza sciezka z s do v

mamy k < |V(G)|

* dowodzimy indukcyjnie, ze d[v,] jest rowne dlugosci najkrotsze;j
Sciezki z s do v, po i-tym przebiegu ,,drugiej” petli for

jeslhi i=0, to wlasnos¢ wynika z faktu, ze w fazie inicjalizacji
algorytmu podstawiamy d[s]=0 1 rOwnos¢ ta nie ulega zmianie
podczas dzialania algorytmu

niech i > 0. Po dokonaniu relaksacji krawedzi (v, ,v;) w i-tym
przebiegu petli liczba d[v,] przyjmuje wartos¢ najkrotszej Sciezki
zsdov,
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Poprawnosc

Tw. Jesli digraf G zawiera cykl o ujemnej wadze osiqgalny z s, to
algorytm Bellmana-Forda zwraca wartos¢ false.

Dowod:
e niech v,,...,v,=v, bedzie cyklem o ujemnej sumie wag, tzn.
%

D w((v,4.v;)) <0
i=1

* Gdyby algorytm zwrocit wartosc true, to dla kazdego wierzchotka
cyklu mamy d[v,] <d[v, ] + w((v,,,v)).
* Sumujac nierO0wnosci parami otrzymujemy

k k k
Z dlv;] SZ d[v,_] +Z w((v;_1,v;))

, . . 0=l =1, i=1 . . . .
*Wartosci pierwszych dwéch sum W powyzszym wyrazeniu sq sobie
rowne wicc

k
D> w((v,4.v;)) 20
i=1

co prowadzi do sprzecznosci.
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